Auto-transformations et géométrie des variétés de Calabi-Yau by Dedieu, Thomas
Auto-transformations et ge´ome´trie des varie´te´s de
Calabi-Yau
Thomas Dedieu
To cite this version:
Thomas Dedieu. Auto-transformations et ge´ome´trie des varie´te´s de Calabi-Yau.
Mathe´matiques [math]. Universite´ Pierre et Marie Curie - Paris VI, 2008. Franc¸ais. <tel-
00358735>
HAL Id: tel-00358735
https://tel.archives-ouvertes.fr/tel-00358735
Submitted on 4 Feb 2009
HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.
L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destine´e au de´poˆt et a` la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publie´s ou non,
e´manant des e´tablissements d’enseignement et de
recherche franc¸ais ou e´trangers, des laboratoires
publics ou prive´s.
THE`SE DE DOCTORAT DE
L’UNIVERSITE´ PIERRE ET MARIE CURIE
Spe´cialite´ :
MATHE´MATIQUES
pre´sente´e par
Thomas DEDIEU
pour obtenir le grade de
DOCTEUR de l’UNIVERSITE´ PIERRE ET MARIE CURIE
Sujet :
Auto-transformations et ge´ome´trie des varie´te´s
de Calabi-Yau
Soutenue le 4 novembre 2008
devant le jury compose´ de
Serge CANTAT Examinateur
Olivier DEBARRE Examinateur
Jean-Pierre DEMAILLY Rapporteur
Christian PESKINE Examinateur
Thomas PETERNELL Examinateur
Claire VOISIN Directrice de the`se

pour Lise

Remerciements
Je tiens en premier lieu a` te´moigner de ma gratitude envers Claire Voisin. Il est bien e´vident
que cette the`se lui doit beaucoup. Elle a partage´ ses ide´es avec moi avec une grande ge´ne´rosite´, et
m’a consacre´ son temps sans compter. Je la remercie pour tout ce qu’elle m’a enseigne´ pendant
ces trois anne´es de the`se, non seulement pour toutes les mathe´matiques qu’elle m’a apprises,
mais aussi pour les valeurs qu’elle m’a transmises, et qui j’ose le croire me permettront d’eˆtre
un honneˆte mathe´maticien.
Je remercie Jean-Pierre Demailly d’avoir accepte´ d’eˆtre rapporteur de cette the`se. Sa pre´sence
dans le jury de ma the`se est un grand honneur pour moi. Ses notes sur l’hyperbolicite´ de
Kobayashi et les diffe´rentielles de jets ont e´te´ mon premier contact avec l’hyperbolicite´, et
restent pour moi une re´fe´rence irremplac¸able.
Ciro Ciliberto m’a accueilli tre`s chaleureusement lors d’un se´jour a` Rome au printemps
2008. J’ai retrouve´ a` ses coˆte´s la ge´ome´trie projective qui m’a mene´ plus jeune a` la ge´ome´trie
alge´brique complexe. J’ai beaucoup appris a` son contact, et cela a toujours e´te´ un plaisir pour
moi de travailler avec lui. Je suis tre`s heureux qu’il ait e´te´ rapporteur de ma the`se, et le remercie
pour sa lecture attentive et critique de ce texte.
Serge Cantat s’est beaucoup inte´resse´ a` mon travail. En discuter avec lui a toujours e´te´ tre`s
motivant, et source de nombreuses questions et ide´es a` explorer. Je lui suis reconnaissant pour
les belles mathe´matiques qu’il m’a fait de´couvrir. J’appre´cie beaucoup de le compter parmi les
membres de mon jury.
J’ai appris des mathe´matiques tre`s varie´es d’Olivier Debarre, graˆce a` la clarte´ et a` la justesse
avec lesquelles il e´crit. J’ai plusieurs fois pu compter sur son aide et sa gentillesse et je l’en
remercie. Le soutien de Christian Peskine au sein de l’Institut, en particulier pour organiser
mon se´jour a` Rome, m’a e´te´ tre`s pre´cieux. Je lui en suis reconnaissant. Je suis tre`s honore´ de
leur pre´sence dans le jury de ma the`se.
Les travaux de Thomas Peternell sont pour moi une grande source de motivation pour
apprendre la the´orie de Mori et la ge´ome´trie birationnelle en dimensions supe´rieures. J’attends
beaucoup de ce qu’il pourra m’enseigner cette anne´e a` Bayreuth. Je le remercie chaleureusement
d’avoir accepte´ d’eˆtre membre du jury de ma the`se.
Bien suˆr, je dois beaucoup a` tous les enseignants qui ont su, chacun a` leur fac¸on, me trans-
mettre leur gouˆt des mathe´matiques, et qui ont chacun a` leur tour laisse´ la trace de leur influence
dans ma personnalite´ mathe´matique. Je pense plus particulie`rement a` mes professeurs de classes
pre´paratoires, Serge Francinou et Philippe Esperet, et a` Yves Laszlo qui m’a initie´ avec ent-
housiasme aux mathe´matiques modernes a` l’E´cole Polytechnique. Certaines ide´es qu’ils m’ont
apprises resurgissent re´gulie`rement avec une justesse de´concertante.
Je tiens a` remercier ici mes grands fre`res et sœurs mathe´matiques Catriona et Gianluca pour
leur gentillesse envers moi, pour toute l’aide et les conseils qu’ils m’ont apporte´s pendant ces
anne´es de jeunesse. Je n’oublie pas non plus mes petits fre`res mathe´matiques Julien et Franc¸ois,
tous deux au savoir encyclope´dique : nos nombreuses discussions m’ont beaucoup appris.
Je veux adresser un remerciement spe´cial a` Ernesto, dont l’amitie´ m’est pre´cieuse, et qui me
fait grandement be´ne´ficier de l’expe´rience qu’il a acquise au cours des quelques anne´es d’avance
qu’il a sur moi.
Je veux aussi remercier tous ceux qui ont contribue´ a` rendre les diverses se´ances de travail plus
sympathiques, et qui ont re´pondu a` toutes mes questions : Andreas Ho¨ring, Laurent Bonavero,
Christophe Mourougane, Sebastien Boucksom, Fre´de´ric Han, Benoˆıt Claudon, . . . La liste est
longue, et ceux qui en sont absents sauront, je l’espe`re, trouver ici la reconnaissance qu’ils
me´ritent.
L’ambiance chaleureuse et familiale du bureau 7C18 a souvent e´te´ re´confortante pour moi.
J’ai profite´ de la passion communicative de Vincent pour les maths lors de ses trop rares passages.
Je le remercie pour le temps qu’il a passe´ a` re´pondre patiemment a` mes questions de culture
ge´ne´rale. Je garde un excellent souvenir de nos re´flexions sur la bidualite´. Dimitri aura e´te´ mon
consultant en topologie alge´brique. Je tiens aussi a` saluer Mairi et Ruchi.
Les nombreux amis que j’ai rencontre´s sur le plateau des the´sards a` Chevaleret ont contribue´
a` rendre le quotidien plus amusant, qu’ils en soient ici remercie´s. Le temps qu’ils ont passe´,
de´jeuner apre`s de´jeuner, a` attendre que je finisse mon repas bien apre`s tout le monde est un
signe suˆr de leur amitie´. J’adresse mes remerciements les plus since`res a` Julien et Juliette, qui
auront e´te´ mes agents spe´ciaux a` Paris, et qui se sont occupe´s des formalite´s administratives
pour la the`se a` ma place, pendant que j’e´tais sous d’autres cieux.
Je salue e´galement les amis issus d’horizons divers, qui ont su me changer les ide´es au cours
de ces anne´es, et ceux avec lesquels au contraire j’ai partage´ les moments de doute et d’euphorie
de la the`se.
Je voudrais e´galement te´moigner toute ma reconnaissance a` ma famille : je sais ce que je
vous dois. Votre pre´sence a` mes coˆte´s depuis toujours a fait de moi ce que je suis, et j’espe`re
modestement eˆtre digne de la fierte´ que vous placez en moi.
Les derniers mots seront pour Caroline, qui a toujours cru en moi, et qui se bat au quotidien
pour me communiquer sa confiance. Elle a pousse´ le de´vouement jusqu’a` lire cette the`se en
entier, pour traquer les nombreux artefacts qui ont longtemps e´maille´ les versions successives
de ce texte. Merci d’eˆtre la` pour moi.
Table des matie`res
Introduction 3
I Non existence d’endomorphismes rationnels non triviaux et irre´-
ductibilite´ des varie´te´s de Severi universelles pour les surfaces K3 5
1 Introduction a` la ge´ome´trie des surfaces K3 7
1.1 Espace de modules des surfaces K3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.1 Syste`mes line´aires et polarisations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.1.2 Modules et pe´riodes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2 Endomorphismes rationnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.1 Le cas des morphismes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.2.2 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
1.3 Courbes nodales et varie´te´s de Severi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.3.1 De´formations d’hypersurfaces nodales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.3.2 Le proble`me de Severi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
1.3.3 Ge´ne´ralisations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
1.4 Courbes rationnelles sur les surfaces K3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.4.1 Re´sultats d’existence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
1.4.2 E´tude des singularite´s . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
1.5 Groupes de Chow . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.5.1 The´orie ge´ne´rale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
1.5.2 Groupes de Chow des surfaces K3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
2 Severi varieties and self-rational maps of K3 surfaces 35
2.1 Introduction et principaux re´sultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.2 Link between the two conjectures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.3 Properties of a self-rational map on a K3 surface . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.3.1 Numerical properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
2.3.2 Complexity of an elimination of indeterminacies . . . . . . . . . . . . . . 46
II Log-K-correspondances et pseudo-formes volume intrinse`ques
pour les paires logarithmiques 51
3 Pre´liminaires de ge´ome´trie complexe et alge´brique 53
3.1 Ge´ome´trie hyperbolique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
3.1.1 The´orie de l’uniformisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
1
2 TABLE DES MATIE`RES
3.1.2 Me´trique de Poincare´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.1.3 Conjecture de Calabi et me´triques de Ka¨hler-Einstein . . . . . . . . . . . 56
3.2 Ge´ome´trie logarithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.2.1 Compactifications des varie´te´s ouvertes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.2.2 Complexe de de Rham logarithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
4 Introduction aux conjectures de Kobayashi et Lang 61
4.1 Aspect analytique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.1.1 Hyperbolicite´ au sens de Kobayashi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
4.1.2 Hyperbolicite´ au sens de la mesure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
4.2 Aspect alge´brique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
4.2.1 Approximations par des applications alge´briques . . . . . . . . . . . . . . 73
4.2.2 Hyperbolicite´ alge´brique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
4.2.3 Conjectures de Lang . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
4.3 Aspect arithme´tique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.3.1 Densite´ potentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
4.3.2 Conjectures de Lang et Vojta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
4.4 Comple´ments et variantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.4.1 Hyperbolicite´-distance et densite´ potentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
4.4.2 Distance et volume . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
5 Auto-transformations des varie´te´s a` fibre´ canonique trivial 87
5.1 Auto-applications rationnelles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.1.1 Applications a` l’hyperbolicite´ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
5.1.2 Applications a` la densite´ potentielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.2 K-autocorrespondances . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.2.1 De´finition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.2.2 Exemples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
5.2.3 Une nouvelle forme volume intrinse`que . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
6 Intrinsic pseudo-volume forms for logarithmic pairs 103
6.1 Introduction et principaux re´sultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
6.2 Log-K-correspondences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
6.2.1 Definition and basic properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
6.2.2 Composition of log-K-correspondences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
6.3 Intrinsic logarithmic pseudo-volume forms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110
6.3.1 The Poincare´ volume form on the punctured disk . . . . . . . . . . . . . . 110
6.3.2 Log-K-correspondences and intrinsic logarithmic pseudo-volume forms . . 112
6.4 Curvature arguments . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
6.4.1 Metrics with negative curvature on Dn . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
6.4.2 Mappings onto pairs with positive logarithmic canonical bundle . . . . . . 119
6.5 Log-K-autocorrespondences on log-K-trivial pairs . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
6.5.1 Log-K-autocorrespondences and the Kobayashi conjecture . . . . . . . . . 120
6.5.2 Geometric construction of self-correspondences on log-K-trivial pairs . . . 122
6.5.3 Realization as log-K-autocorrespondences . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123
Bibliographie 131
Introduction
L’objet de cette the`se est l’e´tude de la ge´ome´trie des varie´te´s de Calabi-Yau. Je m’y inte´resse
plus particulie`rement a` la recherche d’auto-transformations de ces varie´te´s, et aux conse´quences
ge´ome´triques de l’existence de telles transformations. Elle est constitue´e de deux parties rela-
tivement inde´pendantes, correspondant aux deux directions de recherche poursuivies dans cette
the`se.
La premie`re partie est consacre´e aux surfacesK3, qui occupent une place un peu a` part parmi
les varie´te´s de Calabi-Yau, puisqu’elles sont a` la fois simplement connexes et munies d’une forme
symplectique holomorphe. Le but de cette partie est l’e´tude d’une conjecture qui pre´dit que si S
est une surface K3 projective ge´ne´rique, alors il n’existe pas d’application rationnelle dominante
ϕ : S 99K S avec degϕ > 1.
Je tire parti du fait que la the´orie des de´formations des courbes nodales sur une surface K3
fonctionne tre`s agre´ablement pour obtenir un argument en faveur de cette conjecture. Pour toute
surface projective S, munie d’un fibre´ en droites effectif L, les varie´te´s de Severi du couple (S,L)
sont les varie´te´s qui parame`trent les courbes irre´ductibles de degre´ (par rapport a` L) et de genre
ge´ome´trique fixe´s. Les varie´te´ initialement introduites par Severi sont celles relatives aux courbes
planes. Leur inte´reˆt tient au fait que toute courbe projective lisse se re´alise comme une courbe
plane nodale via une se´rie de projections. Joe Harris ([Har86]) a de´montre´ l’irre´ductibilite´ des
varie´te´s de Severi parame´trant des courbes planes nodales. De manie`re similaire, on s’attend a`
ce que les varie´te´s de Severi universelles Vgk,h →M◦K3,g de´finies au-dessus de l’espace de modules
des surfaces K3 munies d’une polarisation de degre´ 2g− 2 soient irre´ductibles. Je de´montre que
si les varie´te´s de Severi universelles pour certaines valeurs de (k, h) sont irre´ductibles, alors la
conjecture sur la non existence de transformations rationnelles pour une surface K3 projective
ge´ne´rique est vraie.
Je pre´sente e´galement quelques re´sultats fournissant des contraintes nume´riques et ge´ome´-
triques pour l’existence de transformations rationnelles sur une surface K3 projective ge´ne´rique,
ce qui va dans le sens de la conjecture e´tudie´e. Pre´cisons enfin que cette conjecture semble
assez fine, puisque on connaˆıt des exemples de surfaces K3 munies de telles transformations
rationnelles : ce sont les surfaces Kummer d’une part, et les surfaces K3 elliptiques d’autre part.
Elles ne sont pas ge´ne´riques, puisqu’elles ont un nombre de Picard supe´rieur a` 2. De plus, il
existe un exemple duˆ a` Claire Voisin ([Voi04b]) de varie´te´s symplectiques holomorphes (et donc
a` fibre´ canonique trivial) de dimension 4, dont le nombre de Picard vaut ge´ne´riquement 1, et
qui posse`dent des transformations rationnelles de degre´ strictement supe´rieur a` 1. Ces varie´te´s
sont e´quivalentes par de´formations a` la de´singularisation d’un produit syme´trique de surfaces
K3.
La seconde partie est consacre´e a` l’e´tude d’une classe plus large de transformations, les
K-correspondances, introduite par Claire Voisin ([Voi04b]). Une K-correspondance entre deux
varie´te´s X et Y est une correspondance Σ ⊂ X×Y satisfaisant a` certaines hypothe`ses, assurant
en particulier l’existence d’une application jacobienne holomorphe. Si X est une varie´te´ a` fibre´
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canonique trivial, une transformation rationnelle X 99K X dominante est un cas particulier de
K-autocorrespondance de X. L’avantage de s’inte´resser aux K-correspondances plutoˆt qu’aux
transformations rationnelles est qu’il semble plus facile d’en construire. On trouve notamment de
nombreux exemples de familles de varie´te´s de Calabi-Yau posse´dant des K-autocorrespondances
dans [Voi04b].
L’article [Voi04b] est largement consacre´ a` l’e´tude de la pseudo-forme volume ΦX , de´finie
intrinse`quement sur toute varie´te´ complexe X. La de´finition de ΦX est calque´e sur celle de la
pseudo-forme volume de Kobayashi-Eisenman ΨX ([Kob76], [Eis70]), en remplac¸ant les appli-
cations holomorphes du polydisque unite´ vers X par des K-correspondances. On peut voir une
justification de la pertinence de cette nouvelle de´finition dans le beau the´ore`me d’approxima-
tion des applications holomorphes par des applications alge´briques au sens de Nash de Demailly,
Lempert et Shiffman ([DLS94]). On sait que ΨX est ge´ne´riquement non-de´ge´ne´re´e lorsque la
varie´te´ X est projective et de type ge´ne´ral (par Griffiths [Gri71], et Kobayashi et Ochiai [KO75]).
Ceci est encore vrai pour ΦX ([Voi04b]). Les varie´te´s X telles que ΨX est ge´ne´riquement non
de´ge´ne´re´e sont dites hyperboliques au sens de la mesure infinite´simale. Re´ciproquement, il est
conjecture´ par Kobayashi que ΨX est nulle sur un ouvert de Zariski de X lorsque X n’est pas de
type ge´ne´ral. Cette conjecture est ve´rifie´e pour les varie´te´s de Fano. Un re´sultat important de
[Voi04b] est que la conjecture de Kobayashi relative a` ΦX est vraie pour de nombreuses varie´te´s
de Calabi-Yau. C’est une conse´quence de l’existence de K-autocorrespondances dilatantes, car
celles-ci augmentent les formes volume, alors que ΦX est automatiquement pre´serve´e par les
K-autocorrespondances.
J’adapte ici ces constructions au contexte des paires logarithmiques (X,D), ou` X est une
varie´te´ complexe, et D est un diviseur a` croisements normaux sur X, dont la partie positive
est re´duite. La motivation essentielle pour l’introduction de ces paires est l’e´tude des varie´te´s
ouvertes quasi-projectives, que l’on peut re´aliser comme le comple´mentaire d’un diviseur a` croise-
ments normaux dans une varie´te´ projective, grace au the´ore`me de de´singularisation d’Hironaka.
Je de´finis la notion de log-K-correspondance, qui permet de de´finir une pseudo-forme volume
ΦX,D sur toute paire comme ci-dessus, dont le mode`le local est issu de la me´trique de Poincare´
sur le disque e´pointe´ D \ {0}. La pseudo-forme volume ΦX,D co¨ıncide avec ΦX lorsque D = 0.
Je de´montre que si KX(D) est ample, et si la partie positive de D est globalement a` croisements
normaux, alors ΦX,D est ge´ne´riquement non de´ge´ne´re´e. En me basant sur la construction de
Claire Voisin, je de´montre e´galement que ΦX,D est nulle pour une large classe de paires a` fibre´
log-canonique KX(D) trivial.
Premie`re partie
Non existence d’endomorphismes
rationnels non triviaux et
irre´ductibilite´ des varie´te´s de
Severi universelles pour les
surfaces K3
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Chapitre 1
Introduction a` la ge´ome´trie des
surfaces K3
Dans ce chapitre introductif, on donne quelques proprie´te´s des surfaces K3. Une surface K3
est une surface lisse S, a` fibre´ canonique trivial (KS = 0), et a` irre´gularite´ nulle (H1(S,OS) = 0).
Ces surfaces doivent leur nom a` Andre´ Weil, ((a` cause de Kummer, Ka¨hler, Kodaira, et de la
belle montagne K2 au Cachemire ))([Wei79]). Elles sont toutes simplement connexes. La plupart
du temps, nous ne nous inte´resserons qu’aux surfaces K3 alge´briques, qui sont projectives.
Certains re´sultats pre´sente´s ici sont tre`s classiques. C’est le cas de ceux pre´sente´s au para-
graphe 1.1. Ce paragraphe contient d’une part l’e´tude des syste`mes line´aires sur les surfaces
K3, et d’autre part une bre`ve pre´sentation de l’espace des modules des surfaces K3 polarise´es.
Ces re´sultats sont inclus ici car ils sont utilise´s sans cesse au cours du travail pre´sente´ dans
cette premie`re partie de the`se, au chapitre 2. En particulier, l’e´tude des syste`mes line´aires sur
les surfaces K3 est fondamentale pour comprendre les proprie´te´s des varie´te´s de Severi de ces
surfaces.
Ces varie´te´s sont introduites au paragraphe 1.3. Elles parame`trent les courbes irre´ductibles et
nodales de genre ge´ome´trique et de degre´ fixe´s sur une surface projective donne´e. Elles sont l’un
des deux objets ge´ome´triques e´tudie´s dans l’article [Ded07], pre´sente´ au chapitre 2, et auquel
est consacre´ la premie`re partie de cette the`se. On commence par rappeler quelques re´sultats
concernant les de´formations d’hypersurfaces nodales, ne´cessaires a` l’e´tude des varie´te´s de Severi,
qui permettent en particulier de montrer la lissite´ des varie´te´s de Severi pour les surfaces de
Del Pezzo (paragraphe 1.3.2), et pour les surfaces K3 (paragraphe 1.3.3). On explique ensuite
la preuve due a` Harris d’un re´sultat annonce´ par Severi, selon lequel les familles de courbes
planes irre´ductibles et nodales, de genre et de degre´ fixe´s, sont irre´ductibles. Enfin, on de´crit
la situation que l’on s’attend a` rencontrer dans le cas de surfaces projectives plus ge´ne´rales.
L’e´tude des varie´te´s de Severi est poursuivie au paragraphe 1.4 suivant, ou` il est de´montre´ dans
le cas des surfaces K3 qu’elles sont non vides de`s que le degre´ et le genre ge´ome´trique sont
compatibles.
L’autre aspect de l’article [Ded07] est l’e´tude des transformations rationnelles des surfaces
K3. Cet objet d’e´tude est pre´sente´ au paragraphe 1.2, ou` on de´crit les exemples connus de sur-
faces K3 munies d’auto-applications rationnelles de degre´ > 1. Ces exemples sont tous donne´s
par des surfaces K3 alge´briques spe´ciales, puisqu’elles ont toutes un groupe de Picard plus gros
que Z, et ne sont donc pas ge´ne´riques dans l’espace de modules des surfaces K3 polarise´es. On
commence par expliquer pourquoi il est inutile de s’inte´resser aux surfaces K3 munies d’endo-
morphismes pour e´tudier la conjecture qui nous inte´resse dans [Ded07], qui pre´dit qu’une surface
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K3 projective ge´ne´rique ne posse`de pas de transformation rationnelle de degre´ > 1.
Enfin, un dernier paragraphe (1.5) est consacre´ aux groupes de Chow, qui parame`trent les
cycles alge´briques modulo e´quivalence rationnelle, et qui sont un autre ingre´dient essentiel de
[Ded07] (voir chapitre 2). On y rappelle la de´finition et les proprie´te´s bien connues de ces objets
dans un premier temps. Ensuite, on pre´sente quelques re´sultats au sujet des groupes de Chow des
surfaces K3, dont l’inte´reˆt est d’une certaine manie`re justifie´ par le beau the´ore`me de Mumford
sur les groupes de Chow des surfaces.
1.1 Espace de modules des surfaces K3
1.1.1 Syste`mes line´aires et polarisations
On commence par e´tudier les syste`mes line´aires sur une surface K3 et les morphismes dans
des espaces projectifs qu’ils fournissent. Les re´sultats obtenus nous seront tre`s utiles tout au long
de cette premie`re partie de the`se. Cette e´tude aujourd’hui tre`s classique est mene´e de manie`re
syste´matique et comple`te dans [SD74]. On reprend ici la pre´sentation de [Bea78].
Proposition 1.1.1 Soient S une surface K3, et C une courbe lisse de genre g sur S.
(i) On a C2 = 2g − 2 et h0(C) = g + 1.
(ii) Si g > 1, le syste`me line´aire |C| est sans point base, et de´finit donc un morphisme
ϕ := ϕ|C| : S → Pg. Sa restriction a` C est le morphisme canonique C → Pg−1, i.e. celui de´fini
sur C par le syste`me line´aire complet |ωC |.
(iii) Si g = 2, ϕ : S → P2 est un morphisme de degre´ 2 ramifie´ au-dessus d’une sextique
dans P2.
(iv) Si g > 3, on a les deux possibilite´s suivantes :
- ou bien ϕ est un morphisme birationnel (c’est le cas si une courbe ge´ne´rique de |C| n’est pas
hyperelliptique) ;
- ou bien ϕ est un morphisme de degre´ 2 sur une surface rationnelle (non ne´cessairement lisse)
de degre´ g − 1 dans Pg (c’est le cas si une courbe ge´ne´rique de |C| est hyperelliptique).
(v) Si g > 3 (resp. g = 2), alors le morphisme de´fini par le syste`me line´aire |2C| (resp. |3C|)
est birationnel.
Preuve. L’e´galite´ C2 = 2g−2 est donne´e par la formule du genre pa(C) = 1+(KS ·C+C2)/2.
La formule h0(OS(C)) = g+1 s’obtient en montrant d’abord que h1(OS(C)) = h1(OS(−C)) = 0
par la suite exacte de restriction, et en appliquant ensuite le the´ore`me de Riemann-Roch.
D’autre part, comme KS = 0, la suite exacte d’adjonction s’e´crit
0→ OS → OS(C)→ ωC → 0,
ce qui prouve que le syste`me line´aire |C| de´coupe le syste`me canonique |ωC | sur la courbe C. Le
reste de la proposition est essentiellement une conse´quence des proprie´te´s des syste`mes line´aires
canoniques sur les courbes (cf. par exemple [Har77] chapitre IV).
Le syste`me |ωC | est sans point base sur la courbe C, donc |C| n’a pas non plus de point base.
Si C n’est pas hyperelliptique, |ωC | est un plongement. Comme ϕ−1(ϕ(C)) = C, ceci implique
que ϕ est birationnel. Dans le cas contraire, toute courbe lisse de |C| est hyperelliptique, et ϕ
est de degre´ 2. Comme C2 = 2g−2, l’image de ϕ est une surface de degre´ g−1 dans Pg, dont les
sections hyperplanes sont les courbes rationnelles ϕ(C), ce qui prouve qu’il s’agit d’une surface
rationnelle.
Enfin, le dernier point est une conse´quence du fait que pour g > 3 (resp. g = 2), le morphisme
bicanonique (resp. tricanonique) de C est un plongement.
¤
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Exemple 1.1.2 Pour g = 3, ϕ(S) est une quartique dans P3. Pour g = 4, c’est l’intersection
comple`te d’une quadrique et d’une cubique dans P4. Pour g = 5, il s’agit ge´ne´riquement de
l’intersection comple`te de trois quadriques dans P5. Ces exemples sont les seules intersections
comple`tes dans un espace projectif qui sont des surfaces K3.
On de´crit maintenant l’alge`bre de cohomologie d’une surface K3. Cela sera utile d’une part
pour obtenir des proprie´te´s du groupe de Picard, et d’autre part pour e´tudier l’application des
pe´riodes pour les surfaces K3 au paragraphe suivant.
Soit S une surface K3. On a χ(OS) = 2, donc la formule de Noether
χ(OS) = 112(K
2
S + χtop(S))
donne χtop(S) = 24. On en de´duit les nombres de Betti b0(S) = 2, b1(S) = 0, et b2(S) = 22, et
les nombres de Hodge (pour la cohomologie en degre´ 2) h2,0(S) = h0,2(S) = 1 et h1,1(S) = 20.
La forme d’intersection sur H2(S,R) est donc de signature (3, 19) d’apre`s le the´ore`me de l’indice
de Hodge.
Le re´seau H2(S,Z) est unimodulaire par dualite´ de Poincare´. De plus, comme le fibre´ canon-
ique de S est trivial, la forme d’intersection sur ce re´seau est paire. E´tant pair, unimodulaire,
et de signature (3, 19), H2(S,Z) est isome´trique au re´seau
L = (−E8)⊕2 ⊕ U⊕3
(cf. [Ser77]), ou` E8 est le re´seau (de´fini positif) des racines usuel, et U est le re´seau hyperbolique,
i.e. Z2 muni de la forme d’intersection (
0 1
1 0
)
.
1.1.2 Modules et pe´riodes
Dans ce paragraphe, on montre de quelle manie`re l’application des pe´riodes des surfaces
K3 permet de construire un espace de modules. Cet espace de modules est ne´cessaire a` la
construction des varie´te´s de Severi universelles, dont l’e´tude est l’un des principaux buts du
travail pre´sente´ dans cette partie. On verra au passage une justification du fait que le groupe de
Picard d’une surface K3 projective ge´ne´rique est isomorphe a` Z, ce qui sera utilise´ sans cesse
au cours des deux chapitres de cette partie. On suit essentiellement le texte [Pal85], vers lequel
on renvoie pour des de´monstrations comple`tes.
Application des pe´riodes
On commence par de´finir l’application des pe´riodes associe´e a` une de´formation de surfaces
complexes. A priori, il faut travailler avec des surfaces ka¨hleriennes. Ce n’est pas un proble`me
dans le cas qui nous inte´resse, puisque toutes les surfaces K3 sont ka¨hleriennes.
L’e´tude de l’application des pe´riodes est fonde´e sur le fait e´le´mentaire suivant. Soit S une
surface ka¨hlerienne compacte. La structure de Hodge polarise´e de poids 2 sur H2(X,C) est
caracte´rise´e uniquement par la donne´e du sous-espace vectoriel complexe H2,0(S) ⊂ H2(S,C).
Celui-ci doit satisfaire aux deux conditions suivantes : pour tout η ∈ H2,0(S), on a (η · η) =
0 et (η · η) > 0. On note h := h2,0(S). Le domaine des pe´riodes Ω de S est la partie de
la grassmannienne Gr(H2(X,C), h) parame´trant les h-plans satisfaisant aux deux conditions
e´nonce´es pre´ce´demment. Ainsi, chaque point du domaine des pe´riodes correspond a` une structure
de Hodge possible induite par une structure complexe possible sur la varie´te´ diffe´rentiable sous-
jacente a` la surface S.
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Soit φ : S → (B, 0) une de´formation de S. Une telle de´formation se re´alise comme une famille
de structures complexes (St)t∈B sur la varie´te´ diffe´rentiable sous-jacente a` S. Chacune de ces
structures complexes induit une structure de Hodge sur H2(S,C).
De´finition 1.1.3 L’application P : B → Ω, qui a` chaque t ∈ B associe le point correspondant
a` H2,0(St) ⊂ H2(S,C) dans le domaine des pe´riodes de S, est appele´e l’application des pe´riodes
de la de´formation S → B.
L’application des pe´riodes est holomorphe. Pour expliciter sa diffe´rentielle, on utilise l’appli-
cation de Kodaira-Spencer de la famille φ : S → (B, 0). C’est le morphisme
ρ : H0(S, φ∗TB |S) = TB,0 → H1(S, TS),
induit par la suite exacte sur S
0→ TS → TS |S → φ∗TB |S → 0.
C’est l’application classifiante pour la de´formation du premier ordre de S induite par S. Notons
au passage que l’espace des obstructions des de´formations de S est H2(S, TS).
La diffe´rentielle de l’application des pe´riodes P se calcule alors de la manie`re suivante. On a
un morphisme
K : H1(S, T 1,0S )→ Hom(H2,0(S),H1,1(S))
fourni par l’application de cup-produit contraction avec H2,0(S) ∼= H0(S,Ω2,0S ). Comme le do-
maine des pe´riodes est un ouvert de la sous-varie´te´ de´finie par l’e´quation (η · η) = 0 dans la
grassmannienne Gr(H2(X,C), h), pour tout µ ∈ Ω, l’espace tangent TΩ,µ s’identifie a` l’ensemble
des applications alterne´es de µ dans H2(X,C)/µ. Lorsque h2,0(S) = 1 (ce qui est le cas si S est
une surface K3), on en de´duit
TΩ,µ ∼= HomC(µ, µ⊥/µ) ∼= HomC(H2,0µ ,H1,1µ ).
En fait, l’identite´ pre´ce´dente est toujours valable graˆce a` la transversalite´ de Griffiths. On appelle
µ0 la pe´riode de la surface complexe S. La diffe´rentielle de l’application des pe´riodes en 0 est la
compose´e suivante, ou` ρ de´signe l’application de Kodaira-Spencer.
TB,0
dP0 //
ρ
$$J
JJ
JJ
JJ
JJ
TΩ,µ0
H1(S, TS)
K
99ttttttttt
The´ore`me de Torelli pour les surfaces K3
On suppose maintenant que S est une surface K3. Dans ce cas, H2,0(S) est une droite,
engendre´e par une 2-forme holomorphe partout non nulle. L’application de cup-produit contrac-
tion avec H0(S,Ω2,0S ) fournit alors des isomorphismes H
i(S, TS) ∼= HomC(H2,0(S),H1,i(S)) pour
0 6 i 6 2. En particulier, H0(S, TS) et H2(S, TS) sont tous les deux re´duits a` 0, et H1(S, TS) est
un espace vectoriel de dimension h1,1(S) = 20. Il existe donc un espace de de´formations locales
universel de S, parame´tre´ par un ouvert de H1(S, TS), et tel que l’application de Kodaira-Spencer
associe´e soit l’identite´.
D’autre part, le domaine des pe´riodes de S est un ouvert de la quadrique de P(H2(S,C)) ∼=
P21 donne´e par l’e´quation (η · η) = 0. On a de´ja` remarque´ que le morphisme K du paragraphe
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pre´ce´dent est un isomorphisme. Les calculs de ce paragraphe, applique´s a` la diffe´rentielle de
l’application des pe´riodes associe´es a` la famille universelle de de´formations locales, identifient
dP0 a` K, et prouvent donc le re´sultat suivant, qui constitue un the´ore`me de Torelli local pour
les surfaces K3.
The´ore`me 1.1.4 (Andreotti-Weil) L’application des pe´riodes associe´es a` la famille univer-
selle des de´formations locales d’une surface K3 est un isomorphisme local.
Il est ne´cessaire d’introduire la notion d’isome´trie de Hodge effective pour e´noncer une version
globale de ce the´ore`me. Soit S une surface ka¨hlerienne. On note CS le coˆne des e´le´ments η ∈
H1,1(S)∩H2(S,R) tels que (η ·η) > 0. On appelle C+S la composante de CS qui contient les classes
de Ka¨hler. On note ∆+S l’ensemble des classes de diviseurs effectifs de S d’auto-intersection
(−2). On appelle chambre ka¨hlerienne de S, et on note KS , la composante de C+S constitue´e des
e´le´ments η tels que pour tout δ ∈ ∆+S , on ait (η · δ) > 0. Elle contient les classes de Ka¨hler. Les
e´le´ments η de KS sont tels que (η · d) > 0 pour toute classe de diviseur effectif d.
Si S et S′ sont deux surfaces ka¨hleriennes compactes, une isome´trie ϕ : H2(S,Z)→ H2(S′,Z)
est une isome´trie de Hodge effective si elle pre´serve la de´composition de Hodge, et si de plus
ϕ(KS) = KS′ . On rappelle que les surfaces K3 sont toutes ka¨hleriennes. On a alors le re´sultat
suivant, qui est un the´ore`me de Torelli global.
The´ore`me 1.1.5 (Burns-Rapoport, Piatec¸kii-Sˇapiro-Sˇafarevicˇ) Soient S et S′ deux sur-
faces K3, et soit ϕ : H2(S,C)→ H2(S′,C) une isome´trie de Hodge effective. Il existe un unique
isomorphisme u : X ′ → X tel que ϕ = u∗.
Ide´e de la preuve. Il faut tout d’abord de´montrer un tel the´ore`me de Torelli pour certaines
surfaces K3 particulie`res, les surfaces de Kummer (cf. paragraphe 1.2.2). On montre ensuite que
les pe´riodes des surfaces de Kummer sont denses dans le domaine des pe´riodes Ω.
Par application du the´ore`me de Torelli local, on construit deux familles de surfaces K3 (St)
et (S′t) sur un ouvert de U ⊂ Ω, telles que S0 = S et S′0 = S′. L’ouvert U contient une partie
dense T telle que pour tout t ∈ T , les surfaces St et S′t sont des surfaces de Kummer. Ces surfaces
ayant la meˆme pe´riode, elles sont isomorphes par le the´ore`me de Torelli pour les surfaces de
Kummer.
Burns et Rapoport prouvent alors que ces isomorphismes S′t ∼= St convergent vers un iso-
morphisme S′ ∼= S.
¤
Modules des K3 polarise´es
Les the´ore`mes de Torelli local et global (the´ore`mes 1.1.4 et 1.1.5 pre´ce´dents) autorisent en
un certain sens la construction d’un espace de modules pour les surfaces K3. Il faut au pre´alable
introduire la notion de surface K3 marque´e. Si S est une surface K3, on a vu au paragraphe
1.1.1 que H2(S,Z) est isomorphe au re´seau L = (−E8)⊕2 ⊕ U⊕3.
De´finition 1.1.6 On appelle surface K3 marque´e une paire (S, σ), ou` S est une surface K3
marque´e, et σ est une isome´trie H2(S,Z)→ L.
La pe´riode d’une surfaceK3 marque´e (S, σ) est naturellement la droite σC(H2,0(S)) ⊂ LC :=
L⊗C. C’est un point du domaine des pe´riodes Ω ⊂ P(LC), de´fini par les e´quations (η · η) = 0
et (η · η) > 0.
Les the´ore`mes de Torelli local et global permettent alors de fabriquer un espace de modules
fin MK3 pour les surfaces K3 marque´es, en recollant des ouverts parame´trant des familles
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universelles locales de surfacesK3 marque´es. Un the´ore`me de Todorov dit alors que tout e´le´ment
du domaine des pe´riodes marque´es Ω est la pe´riode d’une surface K3 marque´e. Ceci permet
d’e´tablir un isomorphisme entre l’espace de modules des surfaces K3 marque´es MK3 et un
reveˆtement e´tale du domaine des pe´riodes marque´es Ω, qui est un ouvert d’une hypersurface
quadrique dans P21.
Dans ce travail, on s’inte´resse plus particulie`rement aux surfaces K3 projectives. Il est possi-
ble de fabriquer un espace de modules fin pour les surfaces K3 marque´es munies d’une polarisa-
tion. Soit (S, σ) une surface K3 marque´e, et notons µ ∈ Ω sa pe´riode. Le the´ore`me de Lefschetz
sur les classes (1, 1) fournit un isomorphisme canonique
Pic(S) ∼= {γ ∈ H2(S,Z) tel que (σ(γ) · µ) = 0} . (1.1)
En effet, soit γ ∈ H2(S,Z). Comme γ est entie`re, elle est dans l’orthogonal de H2,0(S) si et
seulement si elle est e´galement dans l’orthogonal de H0,2(S). Ceci implique que le membre de
droite de (1.1) est e´gal a` H2(S,Z) ∩ H1,1(S). Cette intersection est e´gale a` NS(S) d’apre`s le
the´ore`me de Lefschetz. Enfin, on a Pic(S) ∼= NS(S) car H1(S,OS) = 0.
Tenant compte de ceci, l’application des pe´riodes des surfaces K3 marque´es permet la con-
struction pour tout h > 2 d’un espace de modules pour les surfacesK3 munies d’une polarisation
de degre´ 2h− 2, de la manie`re suivante. On choisit q ∈ L tel que (q · q) = 2h− 2, et on conside`re
Ωq l’hypersurface de Ω de´coupe´e par l’hyperplan d’e´quation (η · q) = 0. C’est un ouvert d’une
quadrique lisse de dimension 19 dans P(q⊥). On note Ω◦q l’ensemble des µ ∈ Ωq tels que q ne soit
orthogonal a` aucun e´le´ment de ∆µ, ou` ∆µ est l’ensemble des classes de diviseurs de carre´ (−2)
sur la surface K3 marque´e correspondant a` la pe´riode µ. De tels diviseurs, s’ils sont effectifs,
correspondent a` des droites sur la surface. On a maintenant le re´sultat suivant.
Proposition 1.1.7 La varie´te´ Ω◦q est un espace de modules fin pour les surfaces K3 marque´es
munies d’une polarisation de degre´ 2h− 2.
A partir de cet espace de modules, on construit un espace de modules fin MK3,g pour les
surfaces K3 marque´es de genre g, i.e. les surfaces K3 marque´es posse´dant un fibre´ inversible L
d’auto-intersection L2 = 2g − 2, et dont la classe dans H2(S,Z) est indivisible.
L’isomorphisme (1.1) permet de de´crire le groupe de Picard d’une surface K3 ge´ne´rique. Le
re´sultat suivant sera utilise´ de manie`re essentielle tout au long de la partie I de cette the`se.
Proposition 1.1.8 Pour une surface K3 ge´ne´rique S, on a Pic(S) = 0. Pour une surface K3
alge´brique ge´ne´rique, on a Pic(S) ∼= Z.
Preuve. Soit S une surface K3. L’isomorphisme (1.1) prouve que le groupe de Picard de S est
non nul si et seulement si la pe´riode µ de S est dans l’un des hyperplans d’e´quation (γ0 · µ) = 0
dans LC, avec γ0 entie`re. Donc pour µ hors d’une re´union de´nombrable d’hyperplans du domaine
des pe´riodes Ω, on a Pic(S) = 0. Ceci prouve le premier point de la proposition.
De meˆme, pour µ ∈ Ωq hors de la re´union de´nombrable des sections hyperplanes d’e´quation
(γ0 · µ) = 0, γ0 6∈ Z · q, on a Pic(S) ∼= Z.
¤
1.2 Endomorphismes rationnels
1.2.1 Le cas des morphismes
Un proble`me un peu diffe´rent de celui qui nous inte´resse consiste a` chercher les varie´te´s
projectives lisses X qui sont munies d’un endomorphisme de degre´ strictement supe´rieur a` 1, i.e.
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d’un morphisme dominant f : X → X tel que deg(f) > 1. On re´sume ici les travaux d’Amerik,
Rovinski et Van de Ven ([ARV99]), Beauville ([Bea01]), Fujimoto et Nakayama ([Fuj02], [Nak02],
[FN05]) a` ce sujet.
Les varie´te´s toriques et abe´liennes sont manifestement munies de tels endomorphismes, et
ce sont les seuls exemples que l’on connaisse. Ceci conduit a` conjecturer qu’il n’en existe tout
simplement pas d’autre. Plus pre´cise´ment, si X satisfait aux deux conditions Pic(X) = Z, et
κ(X) > 0, on conjecture qu’il n’existe aucun endomorphisme de X qui soit de degre´ > 1. Cette
conjecture est de´montre´e en dimension infe´rieure a` 3 ([FS98]). Dans cette direction, Beauville
obtient dans [Bea01] le re´sultat suivant.
The´ore`me 1.2.1 (Beauville) Soit X une intersection comple`te de multidegre´ (d1, . . . , dp)
dans Pn+p, de dimension n > 2. Si l’un au moins des di est supe´rieur a` 3, alors X ne posse`de
aucun endomorphisme de degre´ > 1.
Preuve. On se limite pour simplifier au cas d’une hypersurfaceX ⊂ Pn+1. On montre, selon une
ide´e d’Amerik, Rovinski et Van de Ven, que l’existence d’un morphisme f : X → X dominant,
et tel que deg(f) > 1 entraˆıne l’ine´galite´ de classes de Chern
cn
(
Ω1X(2)
)
6 2n deg(X) (1.2)
Le reste de la preuve est un calcul de classes de Chern pour lequel on renvoie a` [Bea01], et qui
montre que cette ine´galite´ est fausse pour une hypersurface de degre´ supe´rieur a` 3.
Le faisceau Ω1Pn+1(2) est engendre´ par ses sections globales, donc Ω
1
X(2) aussi, par restriction
puis passage au quotient. Ceci implique, d’apre`s [ARV99], lemme 1.1, que pour toute section
ge´ne´rale σ ∈ H0(X,Ω1X(2)), σ et son pull-back f∗σ ∈ H0(X,Ω1X(2l)) ont des ze´ros isole´s (l est
l’entier tel que f∗OX(1) ∼= OX(l)). En comptant les ze´ros de ces sections, on obtient
cn
(
Ω1X(2l)
)
> deg(f)cn
(
Ω1X(2)
)
(1.3)
(l’ensemble des ze´ros de f∗σ est la re´union des images inverses des ze´ros de σ et des ze´ros
obtenus par annulation de la diffe´rentielle f∗). L’e´galite´ annonce´e s’obtient alors en remarquant
qu’on peut supposer l arbitrairement grand, quitte a` remplacer f par une puissance fk. On a
deg(f) = ln, donc les deux membres de l’ine´galite´ (1.3) sont des polynoˆmes en l, et il suffit de
comparer leurs coefficients dominants pour obtenir (1.2).
¤
Par ailleurs, on va maintenant expliquer que les exemples inte´ressants se trouvent en dimen-
sions de Kodaira 0 et −∞. Soit X une varie´te´ complexe. Pour k ∈ N∗ tel que K⊗kX posse`de
au moins une section non nulle, on note Θk : X 99K P(H0(X,K⊗kX )) l’application rationnelle
de´finie par le syste`me line´aire complet |K⊗kX |. C’est la k-e`me application pluricanonique. On
de´finit la dimension de Kodaira κ(X) de X comme le maximum des dimensions des images
des applications pluricanoniques Θk. S’il n’existe aucun entier k > 1 tel que K⊗kX posse`de des
sections, on pose κ(X) = −∞. Un endomorphisme f : X → X induit par pull-back une trans-
formation line´aire sur H0(X,K⊗kX ), et donc une transformation projective sur P(H
0(X,K⊗kX )),
que l’on notera Fk. Lorsque la dimension de Kodaira de X est strictement positive, il existe
donc une fibration me´romorphe invariante par tout endomorphisme. L’action sur la base de la
fibration est line´aire, induite par la restriction de Fk a` l’image de Θk. Le re´sultat suivant, connu
depuis assez longtemps dans le cas de la fibration canonique (k = 1, cf. [Uen75]), a e´te´ de´montre´
re´cemment dans [NZ07].
The´ore`me 1.2.2 (Nakayama-Zhang) Soit X une varie´te´ complexe compacte de dimension
canonique κ(X) > 0, et soit f un endomorphisme de X. Pour tout k > 0 tel que K⊗kX posse`de
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au moins une section non nulle, il existe une transformation projective de P(H0(X,K⊗kX )) qui
fait commuter le diagramme suivant, et cette transformation est pe´riodique.
X
f //
Θk
²²Â
Â
Â X
Θk
²²Â
Â
Â
P(H0(X,K⊗kX )) Fk
// P(H0(X,K⊗kX ))
Ceci montre que les endomorphismes des varie´te´s complexes compactes avec κ > 1 se
re´duisent a` des varie´te´s de dimension infe´rieure. De plus, puisque la transformation Fk est
pe´riodique, elle est ne´cessairement de degre´ 1, et sa dynamique est bien maitrise´e. Il n’y a donc
que la composante de f agissant sur les fibres de Θk qui puisse eˆtre de degre´ > 1.
Cette remarque signifie que les exemples inte´ressants se situent tous en dimension de Kodaira
0 ou −∞. Ceci motive la classification des varie´te´s complexes compactes homoge`nes connexes
qui sont munies d’un endomorphisme de degre´ > 1, effectue´e par Cantat dans [Can03].
Le cas des surfaces K3
D’apre`s les remarques pre´ce´dentes, le cas ou` la classe canonique est triviale est crucial dans
la recherche de varie´te´s projectives munies d’endomorphismes de degre´ > 1. Nous nous limitons
a` pre´sent au cas des surfaces, pour lequel le proble`me de de´part est comple`tement re´solu (cf.
[Can03]). S’il est clair que les varie´te´s abe´liennes sont munies de tels endomorphismes, le cas
des surfaces K3 est re´gle´ par le re´sultat suivant.
Proposition 1.2.3 Soit S une surfaceK3. Tout morphisme dominant f : S → S est ne´cessaire-
ment un automorphisme de S.
Preuve. On note R le diviseur de ramification de f , c’est-a`-dire le lieu des ze´ros de l’application
jacobienne de f . On a alors
KS = f∗KS +R.
Comme KS = 0, cela donne R = 0, et f est donc un reveˆtement e´tale. Les surfaces K3 e´tant
simplement connexes, cela implique que f est un automorphisme de S.
¤
L’e´tude des surfaces K3 munies d’automorphismes n’est pas le proble`me qui nous inte´resse.
Il s’agit ne´anmoins d’un domaine tre`s actif (cf. par exemple les travaux de McMullen, Can-
tat). Pour illustrer ce proble`me, on donne un exemple de surface K3 munie d’un gros groupe
d’automorphismes, et dont l’e´tude est tout a` fait instructive.
Exemple 1.2.4 Soit S une surface K3, hypersurface de tridegre´ (2, 2, 2) dans P1 × P1 × P1.
Chacune des trois projections pii (1 6 i 6 3) sur le i-e`me facteur est une fibration elliptique
S → P1. Ceci permet de de´finir des automorphismes σi, induits par les involutions de´finies sur les
fibres elliptiques de ces fibrations (re´alisant une courbe elliptique comme un tore complexe C/Λ,
l’involution sur cette courbe est donne´e par z 7→ −z). Autrement dit, σi est l’automorphisme
associe´ au reveˆtement galoisien de degre´ 2 de´fini par la projection prkl : S → P1 × P1, ou`
{i, k, l} = {1, 2, 3}. Le groupe des automorphismes de cette surface est engendre´ par σ1, σ2 et
σ3.
1.2. ENDOMORPHISMES RATIONNELS 15
1.2.2 Exemples
Soit S une surface K3. On a vu au paragraphe pre´ce´dent que pour trouver des transforma-
tions S → S dominantes et de degre´ > 1, il est inutile de chercher parmi les morphismes. On
cherche donc naturellement des applications rationnelles S 99K S dominantes. On donne dans
ce paragraphe des exemples de surfaces K3 munies de telles applications rationnelles.
Surfaces K3 elliptiques
Dans ce paragraphe, on de´crit pre´cise´ment de quelle manie`re on peut construire des endo-
morphismes rationnels sur une surface K3 munie d’une fibration elliptique.
Exemple 1.2.5 Soit S une surface K3 munie d’un pinceau elliptique |F |, et d’un fibre´ en
droites relativement ample L, de degre´ relatif d. Alors la multiplication dans les fibres elliptiques
permet de de´finir une application rationnelle dominante µd+1 : S 99K S. L’image d’un point x
appartenant a` une fibre ge´ne´rique F est par de´finition l’unique point y de F tel que
OF ((d+ 1)x− y) = L|F . (1.4)
Cette application pre´serve la fibration elliptique, et on voit qu’un point y dans une fibre ge´ne´rique
F posse`de exactement (d+ 1)2 points. Le degre´ topologique de µd+1 est donc (d+ 1)2.
D’apre`s la proposition 1.1.1, si F est une courbe elliptique lisse sur une surface K3, alors le
syste`me line´aire complet |F | est un pinceau. Dans la situation ge´ne´rique, les fibres singulie`res
d’un tel pinceau sont des courbes rationnelles nodales (de genre arithme´tique 1, donc avec un
unique nœud), et il y en a exactement 24.
Le compte des fibres singulie`res se fait par la formule suivante, purement topologique. Soit
S une surface lisse, B une courbe lisse, et p : S → B un morphisme surjectif. Alors on a (cf.
[Bea78], lemme VI.4)
χtop(S) = χtop(Fgen) · χtop(B) +
∑
b∈Exc(p)
(χtop(Fb)− χtop(Fgen)) ,
ou` Fgen est la fibre ge´ne´rique de p, Exc(p) est l’ensemble des points de B au-dessus desquels p
n’est pas lisse, et Fb est la fibre de p au-dessus du point b. Pour une fibration elliptique S → P1
ge´ne´rique, ou` S est une surface K3, on obtient
Card (Exc(p)) = χtop(S) = 24.
La relation (1.4) n’est bien de´finie que sur les courbes lisses du pinceau ellptique, donc µd+1
est seulement une application rationnelle. Nous expliquons maintenant comment il est possible
d’e´liminer ses inde´terminations. On se place dans le cas ge´ne´rique, ou` les seules fibres singulie`res
de |F | sont 24 courbes rationnelles nodales isole´es. On suppose pour simplifier que le degre´ relatif
de L est 1. Il s’agit donc d’une section de |F |, qui fournit une origine pour chacune des fibres
elliptiques lisses, et permet de de´finir la loi de groupe usuelle sur chacune d’entre elles. On se
limite au cas de µ2, la multiplication par 2. Elle est de degre´ 4.
On se place au voisinage d’une fibre nodale F0, obtenue a` partir de P1 en identifiant 0 et∞.
On appelle p0 le nœud ainsi obtenu. Le long de F0, µ2 de´ge´ne`re en z 7→ z2. Le degre´ de µ2|F0
est donc 2, au lieu de 4 le long de la fibre ge´ne´rique. Un seul e´clatement au point p0 suffit pour
rendre µ2 holomorphe au voisinage de p0. On note τ : S˜ → S cet e´clatement, F ′0 la transforme´e
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propre de F0, et E le diviseur exceptionnel. On appelle µ˜2 = µ2 ◦ τ l’application holomorphe
locale ainsi obtenue.
S˜
τ
²²
eµ2
ÁÁ>
>>
>>
>>
>
S µ2
//___ S
On a τ∗F0 = F ′0 + 2E, et donc
(µ˜2)∗(F ′0 + 2E) = 2F0 + 2(µ˜2)∗E = 4F0,
car µ˜2 est de degre´ 2 le long de F ′0 comme z 7→ z2, et de degre´ 4 le long de la fibre ge´ne´rique de
|F |. On obtient donc que µ˜2 est de degre´ 1 le long de E.
Cela s’interpre`te bien ge´ome´triquement. Une courbe elliptique lisse se re´alise comme une
cubique lisse C dans P2, donne´e par une e´quation y2 = x3 + px + q. Soit P un point de cette
courbe. La tangente a` C en P rencontre C en 3 points, dont un seul est distinct de P . On note Q
ce troisie`me point. Le point 2P est le syme´trique de Q par rapport a` la droite y = 0. De la meˆme
manie`re, F0 est repre´sente´e par une cubique nodale dans P2. Le diviseur exceptionnel parame`tre
les droites passant par le nœud p0. Soit P un point de E. La droite correspondante rencontre
la cubique en un seul point diffe´rent de p0. Le point µ˜2(P ) est par de´finition le syme´trique par
rapport a` la droite d’e´quation y = 0 de ce point.
Finalement, on obtient une application holomorphe µ˜2 : S˜ → S a` partir de µ2 en e´clatant
une seule fois la surface S en 24 points distincts.
Pour finir, on donne un exemple de surface K3 munie d’un pinceau elliptique. Soit S une
hypersurface quartique de P3 contenant une droite ∆. On note H un diviseur hyperplan de S.
Alors le syste`me line´aire complet |H − ∆| est un pinceau elliptique. Pour le voir, il suffit de
calculer
(H −∆)2 = H2 − 2H ·∆+∆2 = 4− 2− 2 = 0.
Surfaces de Kummer
Les surfaces de Kummer sont un type tout a` fait particulier de surfaces K3, qui posse`dent
des endomorphismes rationnels de degre´ > 1. On rappelle ici brie`vement leur construction en
tant que quotients de tores complexes, et on explicite leurs endomorphismes rationnels.
Soit A un tore complexe de dimension 2, ι l’involution qui envoie un point a ∈ A sur le point
−a. Les points fixes de ι sont les 16 points de 2-torsion de A. Au voisinage de chacun de ces
points, ι est donne´e dans une carte holomorphe convenable par (x, y) 7→ (−x,−y). L’alge`bre des
invariants locaux est C[x2, xy, y2]. Elle est isomorphe a` C[α, β, γ]/(αβ − γ2), donc le quotient
A/ι est une surface complexe avec 16 points doubles ordinaires. Ces singularite´s sont re´solues
par un e´clatement simple τ : S → A/ι. Dans S, on a remplace´ chacun des 16 points singuliers
par une (−2)-courbe. Il est bien connu qu’une telle surface S est une surface K3. On appelle
ces surfaces les surfaces de Kummer. Elles posse`dent des transformations rationnelles.
Exemple 1.2.6 Les homothe´ties (x, y) 7→ λ · (x, y) du tore complexe A sont bien de´finies sur le
quotient A/ι, et se rele`vent donc en des endomorphismes rationnels de la de´singularisation S.
Un exemple en dimension supe´rieure
Les deux familles d’exemples pre´ce´dentes fournissent des endomorphismes rationnels sur des
surfaces K3 qui ne sont pas ge´ne´riques. En effet, dans le cas projectif, le rang du groupe de
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Picard est au moins 2 pour les surfaces K3 munies d’un pinceau elliptique, et au moins 17 pour
les surfaces de Kummer. Dans ce paragraphe, on donne un exemple de varie´te´ hyperka¨hlerienne
de dimension 4, qui posse`de des endomorphismes rationnels non triviaux, et qui a un groupe de
Picard de rang 1. Il est duˆ a` Claire Voisin ([Voi04b]).
Exemple 1.2.7 Soit X la varie´te´ parame´trant les droites contenues dans une hypersurface
cubique V ⊂ P5. On de´finit une application rationnelle ϕ : X 99K X en associant a` une droite
ge´ne´rique l ⊂ V l’unique droite l′ distincte de l contenue dans l’intersection P ∩ V , ou` P est
l’unique plan tangent a` V le long de l. Cette application rationnelle est de degre´ 16.
Beauville et Donagi ([BD85]) prouvent que si V est choisie ge´ne´riquement, alors X est
lisse, et on a Pic(X) ∼= Z. Ils montrent e´galement que X est irre´ductible et de dimension 4,
hyperka¨hlerienne (i.e. munie d’une 2-forme holomorphe partout non de´ge´ne´re´e), et e´quivalente
par de´formation au sche´ma de Hilbert ponctuel S[2] d’une surface K3 de degre´ 14. Ceci implique
en particulier que le fibre´ canonique KX est trivial. Cette varie´te´ de Fano des droites d’une
cubique de P5 est donc le plus proche analogue possible en dimension supe´rieure d’une surface
K3.
De plus, Amerik et Campana ([AC05]) montrent que cet exemple ne se de´duit pas des
exemples pre´ce´dents, puisqu’il ne respecte aucune fibration en vertu du the´ore`me suivant : soit
X une varie´te´ projective lisse, telle que KX = 0 et NS(X) ∼= Z. Alors toute fibration rationnelle
g : X 99K B (0 < dimB < dimX) a des fibres de type ge´ne´ral. En effet, si F est une varie´te´
de type ge´ne´ral, c’est-a`-dire une varie´te´ de dimension de Kodaira maximale κ(F ) = dimF , il
re´sulte du the´ore`me 1.2.2 que les endomorphismes de F sont tous des automorphismes (pour k
convenable, les fibres ge´ne´riques de l’application pluricanonique Θk sont finies, et cette fibration
est pre´serve´e par les endomorphismes de F ).
1.3 Courbes nodales et varie´te´s de Severi
1.3.1 De´formations d’hypersurfaces nodales
La the´orie des de´formations des hypersurfaces nodales est bien connue (voir par exemple le
chapitre 14 de [Voi02] sur les pinceaux de Lefschetz). On en rappelle ici les principaux re´sultats.
Pour une e´tude spe´cifique aux familles de courbes nodales sur une surface, on renvoie aux articles
de Tannenbaum [Tan80] et [Tan82].
Soit X une varie´te´ complexe, lisse, de dimension n, munie d’un fibre´ en droites effectif L. On
note (SδX)◦ l’ouvert du produit syme´trique SymδX correspondant aux sommes x1+ · · ·+xδ de
δ points deux a` deux distincts. On conside`re les hypersurfaces dans le syste`me line´aire complet
|L| posse´dant au moins δ points singuliers. On introduit la varie´te´ d’incidence
I = {(D,x1 + · · ·+ xδ) ∈ |L| × (SδX)◦ t.q. D est singulie`re en x1, . . . , xδ}.
On note pi : I → |L| la projection sur le premier facteur. Au voisinage d’un point (f, x) ∈
|L| × (SδX)◦ (ou` f est une e´quation d’une hypersurface D, et x = x1 + · · ·+ xδ), I est de´finie
par les δ(n+ 1) e´quations
∀i = 1, . . . , δ, f(xi) = ∂f
∂z1
(xi) = · · · = ∂f
∂zn
(xi) = 0,
ou` z1, . . . , zn de´signe par un le´ger abus de notations un syste`me de coordonne´es holomorphes
locales au voisinage de chacun des xi. On a donc
dim(I) > dim |L| − δ.
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On dit que dim |L| − δ est la dimension attendue pour I.
Apre`s diffe´rentiation, on obtient les e´quations de l’espace tangent TI,(f,x) dans T|L|,f ×
T(SδX)◦,x : le vecteur tangent (g, h1 + · · · + hδ) ∈ T|L|,f × T(SδX)◦,x appartient a` TI,(f,x) si et
seulement si pour tout xi on a{
dfxi(hi) + g(xi) = g(xi) = 0
Hessxi(f)(hi) = −
(
∂g
∂z1
(xi), . . . , ∂g∂zn (xi)
)
= −dgxi .
On en de´duit le re´sultat suivant.
Proposition 1.3.1 La projection pi : I → |L| est un plongement au point (D,x1 + · · ·+ xδ) si
et seulement si les points x1, . . . , xδ sont tous des points singuliers non de´ge´ne´re´s de D, i.e. si
les hessiennes Hessxi(f) sont toutes non de´ge´ne´re´es.
Dans ce cas, l’espace tangent a` la projection pi(I) ⊂ |L| s’identifie au point D a`
{g ∈ T|L|,D t.q. g(x1) = . . . = g(xδ) = 0} ∼= H0(X,OX(D)⊗ Ix)/H0(X,OX),
ou` Ix ⊂ OX est le faisceau d’ide´aux de´finissant x dans X.
Dans les conditions de la proposition pre´ce´dente, la varie´te´ d’incidence I (ou de manie`re
e´quivalente sa projection pi(I) ⊂ |L|) est de la dimension attendue dim |L| − δ si et seulement si
les δ nœuds imposent des conditions inde´pendantes au syste`me |L|. Les points doubles ordinaires
de D peuvent alors eˆtre lisse´s de manie`re inde´pendante par de´formation.
Dans le cas particulier des courbes sur une surface, on retrouve le re´sultat suivant, e´tabli par
Zariski dans [Zar82]. Soit S une surface lisse, C une famille de courbes sur S, et C0 un membre
ge´ne´rique de C. Si C0 est re´duite, alors l’espace tangent TC,C0 s’identifie a` un sous-espace T de
H0(C0,OC0(C0)). On a alors :
(i) T est en fait contenu dans H0(C0,OC0(C0)⊗ I), ou` I est comme ci-dessus l’ide´al de´finissant
les points singuliers de C0 dans S (il est parfois appele´ ide´al adjoint, ou encore ide´al conduc-
teur) ;
(ii) si C0 a des singularite´s qui ne sont pas des nœuds, alors en fait T est contenu dans
H0(C0,OC0(C0)⊗ J), ou` J est un faisceau d’ide´aux strictement plus petit que I, parfois appele´
ide´al e´quisingulier.
1.3.2 Le proble`me de Severi
On de´crit dans ce paragraphe le proble`me initialement e´tudie´ par Severi dans [Sev21], et
pour lequel il a propose´ un argument en partie errone´. On pre´sente brie`vement la preuve de
l’irre´ductibilite´ des familles de courbes e´tudie´es par Severi, e´tablie par Harris une soixantaine
d’anne´es plus tard ([Har86]).
Soit Vd,g la varie´te´ parame´trant les courbes planes irre´ductibles de degre´ d et de genre
ge´ome´trique g. On l’appelle varie´te´ de Severi. C’est la cloˆture de Zariski
Vd,g = {C ∈ |OP2(d)|, C irre´ductible et nodale, g(C) = g} ⊂ |OP2(d)|
du lieu des courbes irre´ductibles nodales de genre ge´ome´trique g, dans l’espace projectif pa-
rame´trant toutes les courbes planes de degre´ d. Severi ne s’inte´ressait en fait qu’aux courbes
planes irre´ductibles et nodales, i.e. a` un ouvert de Zariski dense V ◦d,g ⊂ Vd,g. L’inte´reˆt de ces
courbes tient en grande partie au fait que toute courbe lisse est birationnellement e´quivalente a`
une courbe plane nodale via une se´rie de projections. Severi annonce implicitement le re´sultat
suivant.
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The´ore`me 1.3.2 (Harris, [Har86]) Pour tout d > 1 et 0 6 g 6 (d − 1)(d − 2)/2, la varie´te´
Vd,g est irre´ductible.
La preuve propose´e par Harris s’articule autour des deux lemmes suivants, qui a` eux deux
impliquent e´videmment le the´ore`me.
Lemme 1.3.3 Il existe une unique composante irre´ductible de Vd,g qui contient la varie´te´ Vd,0
des courbes rationnelles nodales de degre´ d.
Lemme 1.3.4 Chacune des composantes irre´ductibles de Vd,g contient une composante irre´-
ductible de Vd,g−1.
Preuve du lemme 1.3.3. Elle est base´e sur un argument de monodromie. On remarque
pour commencer que Vd,0 est irre´ductible, car domine´e par un ouvert d’un ensemble de triplets
de polynoˆmes homoge`nes sur P1. Un point ge´ne´ral de Vd,0 correspond a` une courbe C0 avec
(d−1)(d−2)/2 = pa(C0) nœuds. On voit l’allure locale de Vd,g au voisinage de C0 en remarquant
qu’on peut lisser n’importe quel sous-ensemble de ces nœuds en de´formant C0 : il y a exactement(
(d−1)(d−2)/2
g
)
feuillets de Vd,g qui passent par C0.
Le re´sultat annonce´ est alors une conse´quence du fait que ces
(
(d−1)(d−2)/2
g
)
feuillets sont
e´change´s transitivement par la monodromie quand C0 varie dans Vd,0. Ceci s’obtient en montrant
que la monodromie e´change transitivement les nœuds de C0 quand C0 varie dans Vd,0 : on voit
cela en re´alisant C0 comme la projection d’une courbe rationnelle normale C˜0 ⊂ Pd depuis un
(d − 3)-plan ge´ne´ral Λ ⊂ Pd. Les nœuds de C0 correspondent alors aux points d’intersection
de Λ avec la varie´te´ des cordes de C (i.e. la varie´te´ de dimension 3 dans Pd re´gle´e par la
re´union des droites bise´cantes a` C0). Ces points d’intersection sont e´change´s transitivement par
la monodromie.
¤
La preuve du second lemme ne´cessite des estimations de dimension pour les familles de
courbes sur les surfaces a` fibre´ anticanonique ample, qui tiennent compte du type de singularite´
des courbes de la famille. On ne peut pas se limiter a` un re´sultat valable sur P2 uniquement,
puisqu’il faut pouvoir utiliser ces estimations sur des e´clatements de P2 dans le but de controˆler
certaines conditions de tangence. Le prototype de ces re´sultats est le suivant.
Proposition 1.3.5 Soit S une surface rationnelle lisse, et L un fibre´ en droites effectif sur
S, tel que C · KS < 0 pour toute courbe C ∈ |L|. Soit V ◦k,δ la varie´te´ ouverte parame´trant les
courbes irre´ductibles appartenant au syste`me line´aire |kL|, et posse´dant exactement δ nœuds.
Alors toutes les composantes de V ◦k,δ sont lisses, et sont ou bien vides, ou bien de la dimension
attendue dim |kL| − δ.
Preuve. D’apre`s l’e´tude du paragraphe 1.3.1, on a toujours l’ine´galite´ dimV ◦k,δ > dim |kL| − δ,
donc il suffit de prouver pour toute courbe C ∈ V ◦k,δ l’ine´galite´ dimTV ◦k,δ,C 6 dim |kL| − δ.
Soit donc C ∈ V ◦k,δ. Comme S est rationnelle elle est re´gulie`re : on a H1(S,OS) = 0, et donc
T|kL|,C ∼= H0(C,OC(C)).
Par la formule d’adjonction, on a OC(C) ∼= ωC ⊗ OC(−C · KS). Comme C · KS < 0, le
diviseur KC −C ·KS est non spe´cial (autrement dit, h1(C,KC −C ·KS) = 0) et on obtient par
le the´ore`me de Riemann-Roch
h0(C,OC(C)) = pa(C)− 1− C ·KS ,
et donc dim |kL| = pa(C)− 1− C ·KS .
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Enfin, comme S est re´gulie`re, la proposition 1.3.1 et la suite exacte
0→ OS → OS(C)⊗ IZ → OC(C)⊗ IZ → 0 (1.5)
donnent TV ◦k,δ,C
∼= H0(C,OC(C) ⊗ IZ), ou` IZ ⊂ OS est le faisceau d’ide´aux de´finissant le lieu
singulier Z ⊂ S de la courbe nodale C. Conside´rons maintenant une normalisation ν : C˜ → C.
Comme C est une courbe nodale, on a (ωC ⊗ IZ) ∼= ν∗ω eC , et donc dimTV ◦k,δ,C = h0(C˜,K eC ⊗
ν∗OC(−C ·KS)), a` nouveau par la formule d’adjonction. En appliquant a` nouveau le the´ore`me
de Riemann-Roch, on obtient alors
dimTV ◦k,δ,C = g(C)− 1− C ·KS = dim |kL| − δ.
¤
De cela, et a` partir de l’e´tude du paragraphe 1.3.1, on de´duit le re´sultat suivant. Soit S
une surface rationnelle lisse, L un fibre´ en droites effectif sur S, et C une famille de courbes de
genre ge´ome´trique g appartenant a` |L|. On suppose que pour un membre ge´ne´ral C0 de C, on a
−KS · Ci > 0 pour toute composante irre´ductible Ci de C0. Alors :
(i) dim C 6 g − L ·KS − 1 ;
(ii) si on a l’e´galite´ dim C = g−L ·KS − 1, alors le membre ge´ne´ral de C est une courbe nodale ;
(iii) toujours en cas d’e´galite´, si C ⊂ S est une courbe, alors le membre ge´ne´ral de C rencontre
C transversalement.
Nous avons maintenant tout ce qu’il nous faut pour donner les grandes lignes de la preuve
du second lemme.
Ide´e de la preuve du lemme 1.3.4. On fixe une droite ∆ ⊂ P2, et on introduit certaines
familles particulie`res de courbes. On appelle V md,g l’adhe´rence de l’ouvert parame´trant les courbes
planes irre´ductibles C de degre´ d et de genre g telles qu’il existe un point p ∈ ∆ ou` C et
∆ se rencontrent avec multiplicite´ (C · ∆)p > m. On note Umd,g la famille des courbes non
ne´cessairement irre´ductibles satisfaisant aux conditions pre´ce´dentes.
Le lemme est alors essentiellement une conse´quence du re´sultat de de´ge´ne´rescence suivant.
Il nous dit qu’on peut obtenir comme limite de courbes ge´ne´riques de V md,g ou bien des courbes
(a priori re´ductibles) de genre ge´ome´trique plus petit, ou bien des courbes ayant un point de
contact d’ordre > m avec ∆. Soit W une composante irre´ductible de V md,g. Alors W contient au
moins une des varie´te´s suivantes :
(i) une composante irre´ductible de V m+1d,g ;
(ii) une composante irre´ductible de Umd,g−1. Dans ce cas, on a deux possibilite´s : ou bien une
courbe ge´ne´rale de cette composante est lisse au point de contact d’ordre m avec ∆, et posse`de
au plus deux composantes irre´ductibles, ou bien une courbe ge´ne´rale de cette famille posse`de
exactement deux branches locales au point p de contact d’ordre m, et posse`de au plus deux
composantes irre´ductibles qui contiennent toutes le point p.
Cela s’obtient en regardant des familles a` 1 parame`tre de courbes dans W , auxquelles on
applique la re´duction semi-stable, et a` partir des estimations de dimension obtenues par la
proposition 1.3.5.
Ce re´sultat de de´ge´ne´rescence permet ensuite de montrer (par re´currence sur le degre´ d,
et en remarquant qu’on a ne´cessairement V d+1d,g = ∅) que chaque composante irre´ductible de
V md,g contient une composante de U
m
d,g−1 dont un membre ge´ne´ral est une courbe irre´ductible,
qui posse`de deux branches locales au point de contact d’ordre m avec ∆. Autrement dit, c’est
une courbe irre´ductible de degre´ d, avec un nœud de plus que le membre ge´ne´rique de V md,g.
Pour m = 1, on obtient donc une composante irre´ductible de Vd,g−1 dans chaque composante
irre´ductible de Vd,g, comme il fallait de´montrer.
¤
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1.3.3 Ge´ne´ralisations
Une ge´ne´ralisation naturelle du proble`me de Severi est de l’e´tendre a` n’importe quelle surface
projective S munie d’un fibre´ en droites effectif L. Un tel couple (S,L) e´tant donne´, on de´finit
pour tous entiers k et h
Vk,h(S,L) := {C ∈ |kL|, C irre´ductible et nodale, g(C) = h} ⊂ |kL|.
La varie´te´ Vk,h(S,L) est l’adhe´rence de Zariski dans |kL| de l’ouvert parame´trant les courbes
irre´ductibles, nodales, et de genre ge´ome´trique h. On l’appelle encore varie´te´ de Severi, et on la
note simplement Vk,h quand il n’y a pas d’ambigu¨ıte´. Ces varie´te´s ont e´te´ e´tudie´es par Chiantini
et Ciliberto ([CC99]) dans le cas des hypersurfaces de P3. Dans ce paragraphe, on pre´sente leurs
re´sultats, ainsi que les proprie´te´s des varie´te´s de Severi connues dans le cas des surfaces de Del
Pezzo et des surfaces K3.
Avant de commencer, signalons e´galement la possibilite´ d’e´tendre la de´finition des varie´te´s
de Severi de manie`re un peu diffe´rente. Au lieu de regarder des familles de courbes nodales, on
peut regarder des familles de courbes posse´dant des singularite´s prescrites, d’un type analytique
donne´. C’est la voie suivie par Greuel, Keilen, Lossen et Shustin par exemple (cf. notamment
[GLS00] et [Kei03]). Nous n’e´tudierons pas ce proble`me ici.
Commenc¸ons par introduire un peu de vocabulaire. Soient S une surface projective, munie
d’un fibre´ en droites effectif L, et k et h deux entiers. Le genre arithme´tique d’une courbe
appartenant au syste`me line´aire |kL| est fixe´ par la formule du genre. On le note
pa(k) = 1 +
KS · (kL) + (kL)2
2
.
On pose δ = pa(k)− h, le nombre de nœuds d’une courbe irre´ductible nodale de genre arithme´-
tique pa(k) et de genre ge´ome´trique h.
On a vu au paragraphe 1.3.1 l’ine´galite´ dimVk,h > dim |kL| − δ, ou` le terme de droite est la
dimension attendue pour Vk,h. Autrement dit, si tout se passe bien, on s’attend a` ce qu’imposer
un nœud aux courbes d’une famille soit une condition de codimension 1. Soit C une courbe
correspondant a` un point [C] ∈ Vk,h. La varie´te´ Vk,h est lisse et de la dimension attendue au
point [C] si et seulement si les δ nœuds de C imposent des conditions inde´pendantes au syste`me
line´aire |L| (cf. proposition 1.3.1).
De´finition 1.3.6 Si Vk,h est lisse et de la dimension attendue au point [C], on dit que Vk,h
est re´gulie`re au point [C]. Dans le cas contraire, on dit qu’elle est superabondante au point [C].
Dans ce cas, on a dimVk,h > dim |kL| − δ.
On va maintenant donner les proprie´te´s connues ou attendues des varie´te´s de Severi de
certaines surfaces. On s’attend a` une situation commune aux surfaces avec degKX < 0 ou
KX = 0, sensiblement diffe´rente de celle des surfaces de type ge´ne´ral.
Surfaces de Del Pezzo
Les surfaces de Del Pezzo sont les surfaces projectives lisses obtenues a` partir du plan projectif
P2 via des syste`mes line´aires de cubiques. A part P2 lui-meˆme, ce sont des surfaces Sr de degre´ r
dans Pr, isomorphes a` P2 e´clate´ en 9−r points en position ge´ne´rale (3 6 r 6 8). Les surfaces de
Del Pezzo sont donc toutes rationnelles. Pour ces surfaces, un diviseur hyperplan est un diviseur
anti-canonique. Autrement dit, les syste`mes line´aires |−KSr | et |OPr (1)⊗OSr | sont e´gaux. Les
surfaces de Del Pezzo sont les seules surfaces a` fibre´ anti-canonique tre`s ample, avec P1 × P1
plonge´ dans P8. Pour r = 3 ou 4, on obtient respectivement les hypersurfaces cubiques de
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P3, et les intersections comple`tes de deux quadriques dans P4. Pour ces re´sultats de ge´ome´trie
classique, on renvoie a` [Bea78].
Les surfaces de Del Pezzo satisfont aux hypothe`ses de la proposition 1.3.5, qui montre que
toutes les composantes des varie´te´s de Severi de ces surfaces sont re´gulie`res. Pour le plan
projectif, on sait de plus que Vk,h est non vide de`s que k et h sont compatibles, c’est-a`-dire
quand le nombre de nœuds impose´ ne de´passe pas le genre arithme´tique, ou encore quand la
dimension attendue est positive ou nulle. En effet, on obtient par projection depuis Pk des
courbes planes rationnelles nodales de degre´ k quelconque, comme dans la preuve du lemme
1.3.3. En lissant les nœuds de ces courbes rationnelles, on obtient des points dans chacune
des varie´te´s Vk,h(P2,OP2(1)) pour 0 6 h 6 pa(k) = (k − 1)(k − 2)/2. La situation est iden-
tique pour les autres surfaces de Del Pezzo, sur lesquelles il est a` nouveau assez facile de pro-
duire des courbes rationnelles irre´ductibles et nodales en degre´ quelconque. En particulier, les
varie´te´s de Severi Vk,h(Sr,OSr (1)) sont non vides, lisses, et de la dimension attendue pour
0 6 h 6 pa(k) = (rk2 − rk + 2)/2. On renvoie a` [GLS98] pour une e´tude comple`te. Remar-
quons pour finir que pour les surfaces de Del Pezzo, les varie´te´s Vk,0 parame´trant les courbes
rationnelles nodales sont de dimension strictement positive.
En ce qui concerne l’irre´ductibilite´, le seul re´sultat disponible est le re´sultat de Harris pre´sente´
au paragraphe pre´ce´dent, qui donne l’irre´ductibilite´ des varie´te´s de Severi de P2. Il semble
raisonnable de conjecturer le meˆme re´sultat pour les autres surfaces de Del Pezzo.
Surfaces de Hirzebruch
Les surfaces de Hirzebruch sont les surfaces re´gle´es de base P1. Ce sont les surfaces Fn :=
P (OP1 ⊕OP1(n)), ou` n est un entier positif. Le groupe de Picard de Fn est engendre´ par la
classe F d’une fibre du re´glage et par la classe L∞ de la section d’auto-intersection −n. On
note L0 = L∞+nF la classe d’une section d’auto-intersection n. Tout diviseur effectif de Fn ne
contenant pas L∞ est line´airement e´quivalent a` une combinaison line´aire a` coefficients positifs
de L0 et F .
Re´cemment, Tyomkin ([Tyo07]) a prouve´ que les varie´te´s de Severi V1,h(Fn,OFn(dL0+kF ))
sont irre´ductibles et de la dimension attendue pour d, k > 0.
Surfaces K3
Comme dans le cas des surfaces de Del Pezzo, toutes les composantes des varie´te´s de Severi
des surfaces K3 sont re´gulie`res.
Proposition 1.3.7 Soit S une surface K3 projective, munie d’un fibre´ en droites effectif L
indivisible et d’auto-intersection L2 = 2g − 2. Soient k et h deux entiers tels que k > 0 et
0 6 h 6 pa(k) = 1+ k2(g− 1). Pour toute courbe C ∈ Vk,h(S,L), la varie´te´ de Severi Vk,h(S,L)
est lisse et de la dimension attendue h au point C.
Preuve. On a dim |kL| = pa(k) d’apre`s la formule de Riemann-Roch (voir proposition 1.1.1),
donc la dimension attendue pour Vk,h est pa(k) − δ = h (δ est le nombre de nœuds sur une
courbe C ∈ Vk,h ge´ne´rique). On a donc d’ores et de´ja` l’ine´galite´
dimVk,h > h. (1.6)
Soit C ∈ Vk,h une courbe ge´ne´rique, et notons Z le 0-cycle de S de´fini comme la somme des
points singuliers de C. La proposition 1.3.1 de´crit l’espace tangent de Zariski a` Vk,h au point C
comme
TVk,h,C
∼= H0(S,OS(C)⊗ IZ)/H0(S,OS) ∼= H0(C,OC(C)⊗ IZ),
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ou` IZ ⊂ OS est le faisceau d’ide´aux de´finissant le sous-sche´ma Z ⊂ S. Le dernier isomorphisme
est donne´ par l’annulation de H1(S,OS) et la suite exacte (1.5). Comme le fibre´ canonique KS
est trivial, la formule d’adjonction donne
OC(C) ∼= OC(KS + C) ∼= ωC .
Comme la courbe C est nodale, on a ν∗ω eC = ωC ⊗ IZ , ou` ν : C˜ → C est une normalisation de
C. On en de´duit
TVk,h,C
∼= H0(C˜, ω eC),
ce qui donne dimTVk,h,C = g(C) = h. Compte-tenu de l’ine´galite´ (1.6), ceci prouve que Vk,h est
lisse et de dimension h au point C.
¤
D’autre part, on verra au paragraphe 1.4.1 la construction de courbes rationnelles irre´duc-
tibles et nodales dans chacun des syste`mes line´aires |OS(k)| pour une surface K3 ge´ne´rale de
degre´ 2g − 2 dans Pg, due a` Chen [Che99]. A nouveau, il est possible de de´former ces courbes
pour lisser leurs nœuds pour obtenir des courbes nodales de genre ge´ome´trique plus grand.
Ceci montre qu’il existe des points dans toutes les varie´te´s de Severi Vk,h pour 0 6 h 6 pa(k).
Finalement, on a donc le re´sultat suivant.
The´ore`me 1.3.8 Soit S une surface K3 projective de genre g ge´ne´rique. Alors pour tous entiers
k et h tels que k > 0 et 0 6 h 6 pa(k), la varie´te´ de Severi Vk,h(S,OS(1)) est lisse et de la
dimension attendue h.
On renvoie au paragraphe 2.1 pour voir quels re´sultats d’irre´ductibilite´ sont attendus pour
les varie´te´s de Severi des surfaces K3. Signalons de´ja` qu’il est plus raisonnable d’attendre des
re´sultats d’irre´ductibilite´ pour les varie´te´s de Severi universelles Vgk,h de´finies au-dessus de l’es-
pace de modules MK3,g que pour les varie´te´s de Severi ponctuelles Vk,h e´tudie´es ici.
Pour finir, notons que l’e´galite´ dim |OS(k)| = pa(k) indique d’apre`s le the´ore`me pre´ce´dent
qu’il existe un nombre fini (respectivement, au plus un nombre fini) de courbes rationnelles
nodales en tout degre´ sur une surface K3 projective ge´ne´rique (respectivement, sur une surface
K3 projective quelconque).
Hypersurfaces de P3
Le cas des hypersurfaces de P3 de degre´ infe´rieur a` 3 est contenu dans celui des surfaces de
Del Pezzo et des surfaces de Hirzebruch. Celui des hypersurfaces quartiques est inclus dans celui
des surfaces K3.
Soit donc S une hypersurface lisse de P3 de degre´ supe´rieur a` 5. Dans ce cas, S est une
surface de type ge´ne´ral. Un calcul explicite de dim |OS(k)| (via une suite exacte de restriction)
et de pa(k) (via la formule du genre) fournit l’ine´galite´
dim |OS(k)| < pa(k).
On s’attend donc a` ne trouver aucune courbe rationnelle irre´ductible et nodale sur S.
Dans [CS97], Chiantini et Sernesi montrent que toutes les composantes de Vk,h sont re´gulie`res
si le nombre de nœuds δ est petit par rapport a` k et au degre´ d de S, plus pre´cise´ment si
δ < kd(k−2d+8)4 . Chiantini et Ciliberto [CC99] prouvent d’autre part que chacune des varie´te´s
de Severi Vk,h posse`de au moins une composante irre´ductible re´gulie`re. Leur construction se
fait par re´currence sur le degre´ d de la surface, en partant de d = 4 (on a vu ci-dessus qu’il
existe une composante re´gulie`re pour chacune des varie´te´s de Severi d’une quartique de P3,
en conse´quence de la construction de Chen). Le principe est de faire de´ge´ne´rer une surface de
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degre´ d en la somme d’une surface de degre´ d− 1 et d’un plan qui lui est tangent. Chiantini et
Ciliberto prouvent qu’il existe des courbes nodales convenables sur de telles surfaces re´ductibles,
qui permettent de retrouver des courbes nodales sur la surface irre´ductible de degre´ d.
Chiantini et Ciliberto construisent d’autre part des exemples de composantes superabon-
dantes pour n’importe quelle surface de degre´ d > 8. Combine´ a` l’existence de composantes
re´gulie`res, ce re´sultat prouve en particulier que les varie´te´s de Severi des hypersurfaces de type
ge´ne´ral de P3 ne sont en ge´ne´ral pas irre´ductibles. Ceci est a` comparer au fait qu’il semble
raisonnable de conjecturer l’irre´ductibilite´ des varie´te´s de Severi dans le cas des surfaces de
degre´ d 6 4.
Les exemples de composantes superabondantes sont obtenus en intersectant la surface S avec
des coˆnes. Par exemple, si S est une surface lisse de degre´ d > 20 dans P3, on a dim |OS(3)| = 19,
donc on s’attend a` ce qu’il soit impossible d’imposer 20 nœuds a` une courbe de ce syste`me
line´aire. Pourtant, il est possible d’en obtenir en regardant l’intersection de S avec un coˆne
ge´ne´ral au-dessus d’une cubique plane nodale. Ces courbes sont dans une composante super-
abondante de V3,pa(3)−d.
1.4 Courbes rationnelles sur les surfaces K3
1.4.1 Re´sultats d’existence
La proposition 1.3.7 indique qu’il y a au plus une infinite´ de´nombrable de courbes rationnelles
sur une surface K3, mais il n’est pas du tout clair a priori qu’il y en ait ne serait-ce qu’une seule.
Le fait qu’il existe une infinite´ de courbes rationnelles (nodales, qui plus est) sur une surface K3
alge´brique quelconque a longtemps e´te´ un re´sultat bien connu des spe´cialistes, sans pour autant
qu’il soit possible d’en trouver une preuve dans la litte´rature.
Dans [GG80], Green et Griffiths proposent une me´thode pour construire de telles courbes,
sans pour autant fournir une preuve comple`te. Une de´monstration du fait que toute surface
K3 alge´brique posse`de au moins une courbe rationnelle, obtenue inde´pendamment par Bogo-
molov et Mumford, apparaˆıt quelques temps apre`s en appendice de l’article [MM83]. Il faudra
ensuite attendre l’article de Chen [Che99] pour disposer de la preuve qu’il existe une infinite´ de
courbes rationnelles nodales sur une surface K3 projective ge´ne´rique. On pre´sente ici ces deux
constructions.
En ce qui concerne l’e´tude des varie´te´s de Severi des surfacesK3, le re´sultat de Chen pre´sente´
ici prouve le fait essentiel que les varie´te´s de Severi Vk,h d’une surface K3 projective ge´ne´rique
ne sont pas vides, de`s lors que le nombre de nœuds impose´s ne de´passe pas le genre arithme´tique
des courbes de degre´ k (cf. the´ore`me 1.3.8).
The´ore`me 1.4.1 (Bogomolov, Mumford) Toute surface K3 projective contient une courbe
rationnelle.
Preuve. La strate´gie de la preuve est la suivante : on va construire une surface K3 S0 munie
d’un syste`me line´aire |C0|, ou` C0 est la re´union de deux courbes rationnelles lisses se rencontrant
transversalement en g + 1 points, telle que C20 = 2g − 2. On regardera ensuite les de´formations
de S0 qui pre´servent le fibre´ OS0(C0), et on verra que la courbe C0 se de´forme en une courbe
irre´ductible nodale avec g nœuds dans toutes les directions. On utilise la connexite´ de l’espace de
modules des surfaces K3 munies d’une polarisation de degre´ 2g − 2 pour en de´duire l’existence
d’une courbe rationnelle dans une surface K3 alge´brique quelconque.
On commence par montrer que si S est une surface K3, et C = C1 ∪ C2 ⊂ S est la re´union
de deux courbes rationnelles lisses se rencontrant transversalement en g + 1 points, alors un
membre ge´ne´ral du syste`me line´aire |C| est une courbe lisse de genre g.
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On applique les re´sultats de la proposition 1.1.1. On a C21 = C
2
2 = −2, donc C2 = 2g − 2. Il
suffit donc de montrer que le syste`me line´aire |C| est sans point base. Sa restriction a` C est le
syste`me line´aire canonique |ωC |. Pour de´crire |ωC |, on conside`re une normalisation ν : C˜ → C.
La courbe C˜ est la re´union disjointe de deux courbes rationnelles lisses C˜1 et C˜2, et ωC est
donne´ par la suite exacte
0 −→ ν∗ωC −→ ΩfC1 (∑p1i )⊕ ΩfC2 (∑p2i )
L“
Res
p1
i
−Res
p2
i
”
−−−−−−−−−−−−→⊕Cpi −→ 0,
ou` les pi sont les points d’intersection de C1 et C2, et les p1i et p
2
i leurs pre´images dans C˜1 et C˜2
respectivement. On ve´rifie alors qu’il existe pour tout point p0 ∈ C˜1 unionsq C˜2 une diffe´rentielle dans
ΩfC1 (∑ p1i )⊕ ΩfC2 (∑ p2i ) envoye´e sur 0 dans ⊕Cpi et ne s’annulant pas en p0. Donc |ωC | est
sans point base, et |C| aussi.
On construit maintenant une surface K3 munie d’une courbe correspondant a` la description
pre´ce´dente.
Soient E et F deux courbes elliptiques telles qu’il existe une isoge´nie λ : E → F de degre´
2(g + 1) + 1. Soient p ∈ E et q ∈ F deux points d’ordre 2. On suppose que λ(p) = q. On
conside`re la surface de Kummer S0 obtenue comme la de´singularisation S0 → (E × F )/ι, ou` ι
est l’involution (x, y) 7→ (−x,−y) (cf. paragraphe 1.2.2). Soit R1 la courbe image de E × q. On
a un reveˆtement double E → R1 ramifie´ en 4 points, donc R1 est une courbe rationnelle lisse
(distincte des 16 courbes rationnelles exceptionnelles). Le graphe Γλ ⊂ E ×F fournit une autre
courbe rationnelle R2 dans S0. On a Γλ · (E× q) = 2(g+1)+1, et les deux courbes Γλ et E× q
se rencontrent transversalement. Elles ont un unique point d’ordre 2 en commun. Donc dans S0,
les courbes R1 et R2 se rencontrent transversalement, et R1 ·R2 = g+1. Posant C0 = R1 ∪R2,
le couple (S0, C0) satisfait aux hypothe`ses que l’on voulait.
Pour finir, on explique brie`vement l’argument de de´formation qui permet de conclure. On
utilise les re´sultats du paragraphe 1.1.2. Soit φ0 : H2(S0,Z)→ L un marquage de S0, et notons
l = φ0(c1(C0)). La surface S0 s’inse`re dans une famille p : S → Ul, munie d’un marquage
φ : R2p∗Z→ L e´tendant φ0, ou` Ul est une varie´te´ de dimension 19 parame´trant des surfaces K3
posse´dant une polarisation de degre´ 2g − 2. La section globale φ−1(l) de´finit une classe de type
(1, 1) dans H2(S,Z) ∼= H2(S0,Z), correspondant a` un fibre´ en droites L. Comme h1(L0) = 0,
on peut supposer, quitte a` restreindre Ul, et par semi-continuite´, que le fibre´ R0p∗L sur Ul est
trivial. Son projectivise´ est un fibre´ trivial V ∼= Ul × Pg sur Ul. Par changement de base, on
obtient une famille SV → V . La courbe C0 ⊂ S0 est la fibre au-dessus du point (0, [C0]) ∈ V
d’un diviseur relatif C ⊂ SV . On appelle Cu ⊂ Su la courbe au-dessus du point (u, [Cu]) ∈ V .
Les nœuds p1, . . . , pg+1 de C0 appartiennent a` C.
On montre alors, en utilisant la famille universelle des de´formations d’un point double ordi-
naire que pour tout δ compris entre 0 et g, il existe un germe de sous-varie´te´ Vδ ⊂ V passant
par (0, [C0]) ∈ V , tel que pour tout t ∈ Vδ la courbe Ct ⊂ St posse`de au moins δ points doubles.
Les courbes satisfaisant a` cette proprie´te´ forment une famille de codimension δ dans |Ct|. La
projection Vδ → Ul domine un voisinage de 0. Alors, pour t suffisamment proche de 0, la famille
parame´tre´e par Vg fournit une courbe rationnelle nodale Ct ⊂ St.
¤
The´ore`me 1.4.2 (Chen, [Che99]) Soit g > 3, et S une surface K3 ge´ne´rale dans Pg. Pour
tout k > 0, le syste`me line´aire |OS(k)| contient une courbe rationnelle nodale et irre´ductible.
Preuve. La preuve de ce the´ore`me est base´e sur le fait qu’une K3 ge´ne´rale de´ge´ne`re en l’union
de deux scrolls rationnels, de´montre´ dans [CLM93].
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Pre´cise´ment, une surface K3 S de degre´ 2g − 2 dans Pg, telle que le fibre´ OS(1) soit non
divisible, se re´alise comme le membre ge´ne´ral d’une famille a` 1 parame`tre S ⊂ Pg×T (ou` T est
le disque unite´), dont la fibre centrale S0 est la re´union de deux scrolls Q1 et Q2 de degre´ g− 1
dans Pg. Ces deux scrolls se rencontrent transversalement le long d’une courbe elliptique E. En
effet, Q1 et Q2 se rencontrent transversalement, donc KQ1+Q2 |Qi = KQi(Qj), ou` {i, j} = {1, 2}.
Comme la classe canonique de Q1+Q2 est triviale, ceci implique que E est un membre du syte`me
line´aire anticanonique | −KQi | sur chacun des Qi. Si g = 3, S est simplement le pinceau reliant
une quartique lisse a` la re´union de deux quadriques lisses Q1 et Q2 en position ge´ne´rale.
Localement au voisinage de E, l’e´quation de S ⊂ Pg × T est de la forme xy = zt, ou` t est le
parame`tre, Q1 et Q2 sont donne´es respectivement par x = 0 et y = 0, et S est donne´e par z = 0.
On voit donc que les points de E ∩S sont des points singuliers ordinaires de S. Ce sont les seuls
points singuliers de la varie´te´ S de dimension 3. Il y en a seize, on les appelle p1, . . . , p16.
Si g est impair, on choisit de re´aliser chacun des Qi comme un P1×P1, plonge´ dans Pg graˆce
au syste`me line´aire |H1i + lH2i | (l = (g − 1)/2), ou` H1i est la classe des diviseurs horizontaux
P1 × {y0}, H2i celle des diviseurs verticaux {x0} ×P1. Si g est pair, on a ne´cessairement Qi ∼=
F1 := P (OP1 ⊕OP1(−1)), plonge´ dans Pg graˆce au syste`me line´aire |Ci + lFi| (l = g/2), ou`
Ci ∈ |OF1(1)|, et Fi est une droite du re´glage F1 → P1. Pour simplifier l’exposition, on se
limitera pour la suite au cas g impair.
Il s’agit ensuite de construire des courbes nodales re´ductibles sur la fibre centrale, qui se
de´forment sur la fibre ge´ne´rique en des courbes rationnelles irre´ductibles et nodales.
Soit k > 0. On conside`re des courbes C1∪C2, ou` Ci ⊂ Qi se de´compose en C1i ∪. . .∪Ck−1i ∪Cki .
On impose les conditions suivantes :
– Cji ∈ |H1i | pour j < k, et Cki ∈ |H1i + klH2i | ;
– les Cji forment une chaˆıne ferme´e partant du point singulier q0 := p1 de la manie`re suiv-
ante :
Cj1 ∩ E = q2j−2 + q2j−1 et Cj2 ∩ E = q2j−1 + q2j pour j < k,
Ck1 ∩ E = q2k−2 + (2kl + 1)r, et Ck2 = (2kl + 1)r + q0.
On peut librement supposer que les points q1, . . . , q2k−2 et r ne sont pas des points singuliers de
S, et qu’ils sont deux a` deux distincts. On suppose de plus que les Cji se rencontrent transver-
salement, et qu’il n’existe aucun point commun a` trois d’entre elles.
On remarque que chaque Ci est dans le syste`me |k(H1i + lH2i )|. Comme C1 ∩ E = C2 ∩ E,
on voit donc que C1 ∪ C2 est un membre du syste`me line´aire |OQ1∪Q2(k)|. Cette courbe est la
fibre centrale d’une famille de courbes nodales et irre´ductibles. Chacun des nœuds q1, . . . , q2k−2
disparaˆıt dans la fibre centrale. Le point r de contact d’ordre 2kl+1 entre C1 et C2 se de´forme
en 2kl nœuds distincts. Le point singulier q0 = p1 se de´forme en 1 nœud. Enfin, les points
d’intersection Cji ∩ Cki sur la partie lisse de Q1 ∪Q2 se de´forment chacun en 1 nœud. Il y en a
2(k− 1)kl en tout. La courbe ge´ne´rique est donc une courbe irre´ductible nodale appartenant au
syste`me |OS(k)|, et posse´dant 2k2l + 1 = k2(g − 1) + 1 nœuds. Comme le genre arithme´tique
d’une courbe du syste`me |OS(k)| sur une K3 ge´ne´rique du pinceau est k2(g−1)+1, les courbes
obtenues sont rationnelles.
On renvoie a` [Che99] pour la preuve des re´sultats de de´formations ci-dessus. Elle utilise
l’espace des de´formations versales d’un point de contact d’ordre m (tacnode). On pourra aussi
consulter [CH98] a` ce sujet.
¤
1.4.2 E´tude des singularite´s
Apre`s les re´sultats obtenus au paragraphe pre´ce´dent, il est naturel de se poser la question
suivante. Soit S une surface K3 de degre´ 2g − 2 dans Pg. On sait qu’il n’y a qu’un nombre fini
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de courbes rationnelles dans chacun des syste`mes line´aires |OS(k)|. Est-il vrai ge´ne´riquement
que ces courbes rationnelles sont toutes nodales ?
Une autre motivation pour chercher la re´ponse a` cette question est la formule e´nume´rative
obtenue par Yau et Zaslow ([YZ96]). Cette formule pre´dit le nombre de courbes rationnelles
dans la classe primitive d’une surface K3 de genre g. Soit n(g) ce nombre. On note ∆(q) =
q
∏∞
k=1(1− qn)24. C’est une forme modulaire de poids 12. Alors on a
∞∑
g=1
n(g)qg =
q
∆(q)
.
Cette formule compte les courbes rationnelles avec multiplicite´, c’est-a`-dire qu’elle tient compte
des e´ventuelles de´formations infinite´simales qui peuvent exister. Ceci implique qu’elle ne compte
vraiment le nombre de courbes rationnelles que si toutes les courbes rationnelles dans la classe
primitive sont nodales.
Pre´cisons que l’article [YZ96] contient une me´thode permettant d’obtenir la formule pre´ce´-
dente plutoˆt qu’une preuve de celle-ci. Beauville l’a de´montre´e rigoureusement dans [Bea99].
Pandharipande et Thomas ([PT07]) ont de´montre´ re´cemment en utilisant la the´orie des invari-
ants de Gromov-Witten qu’elle est e´galement valable pour compter les courbes rationnelles dans
une classe quelconque.
Dans [Che02], Chen apporte une re´ponse positive a` la question pose´e au de´but du paragraphe,
dans le cas des courbes rationnelles appartenant a` la classe primitive. On ne donnera que l’ide´e
ge´ne´rale de la preuve, qui est tre`s technique.
The´ore`me 1.4.3 (Chen) Toutes les courbes rationnelles dans la classe primitive d’une surface
K3 alge´brique de genre g > 2 ge´ne´rique sont nodales.
Ide´e de la preuve. On utilise la densite´ dans l’espace de modules des surfaces K3 alge´briques
d’un type spe´cial de surfaces K3, introduit par Bryan et Leung. Ces surfaces K3 spe´ciales ont
un groupe de Picard engendre´ par deux classes R et F , et la forme d’intersection sur le groupe
de Ne´ron-Severi est donne´e dans cette base par( −2 1
1 0
)
.
Le pinceau |F | fournit une fibration elliptique sur P1. On a vu (cf. paragraphe 1.2.2) que dans
la situation ge´ne´rique, ce pinceau contient 24 fibres singulie`res isole´es, qui sont des courbes
rationnelles nodales. La classe R est repre´sente´e par une section rationnelle lisse de ce pinceau.
Soit S une surface K3 ge´ne´rique de genre g > 2. Son groupe de Picard est engendre´ par une
classe inde´composable d’auto-intersection 2g − 2. Elle se re´alise comme le membre ge´ne´rique
d’une famille a` 1 parame`tre de surfaces K3, dont la fibre centrale S0 est une surface K3 de
Bryan et Leung comme ci-dessus. La classe primitive de S tend vers la classe R + gF dans
Pic(S0). Un diviseur D ∈ |R+ gF | est une courbe rationnelle stable si et seulement si il s’e´crit
D = R ∪m1F1 ∪ . . . ∪m24F24,
ou` les Fi sont les 24 courbes rationnelles nodales du pinceau |F |, et les mi sont des entiers tels
que
∑
mi = g.
Chen conside`re une famille S → T de surfaces K3 de genre g sur le disque T , telle que la fibre
centrale S0 soit une surface K3 du type introduit par Bryan et Leung. Soit C ⊂ S une famille
plate de courbes rationnelles sur T telle que la fibre ge´ne´rale Ct soit une courbe appartenant
a` la classe primitive de St, et telle que C0 ∈ |OS0(R + gF )|. Pour obtenir une telle famille C,
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il peut eˆtre ne´cessaire d’effectuer un changement de base α : T → T . Chen prouve alors que
pour toute courbe rationnelle E ∈ |F |, dont on note p le nœud, et telle que E est contenue avec
multiplicite´ m dans C0, il existe m nœuds au voisinage de p dans la courbe ge´ne´rique Ct. Bien
suˆr, le cas difficile est celui ou` m > 2.
¤
1.5 Groupes de Chow
1.5.1 The´orie ge´ne´rale
Une re´fe´rence comple`te sur ce sujet est le livre de Fulton [Ful98]. On suit ici la pre´sentation
de [Voi02], chapitre 21. On renvoie a` ce livre pour les preuves.
La the´orie des groupes de Chow est fonde´e sur la notion d’e´quivalence rationnelle. Nous
commenc¸ons donc par introduire cette notion. Soit X un sche´ma quasi-projectif sur un corps K.
On appelle Zk(X) le groupe abe´lien libre engendre´ par les sous-varie´te´s re´duites et irre´ductibles
de dimension k de X. On dit que c’est le groupe des cycles alge´briques de dimension k de
X. Si Y ⊂ X est un sous-sche´ma de dimension k, on lui associe une classe c(Y ) ∈ Zk(X),
de´finie comme la somme des composantes de Y de dimension k, compte´es avec leur multiplicite´.
Habituellement, on note Zk(X) := Zn−k(X) (n = dimX) le groupe des cycles alge´briques de
codimension k.
Soit φ : Y → X un morphisme propre entre sche´mas quasi-projectifs. On lui associe des
morphismes φ∗ : Zk(Y )→ Zk(X) en posant pour tout sous-sche´ma re´duit et irre´ductible Z ⊂ Y
φ∗Z := (deg[K(Z) : K(Z ′)]) · Z ′, ou` Z ′ = φ(Z), (1.7)
quand φ|Z est ge´ne´riquement finie (dans ce cas, le degre´ de l’extension de corps K(Z)/K(Z ′)
est le degre´ du morphisme dominant Z → Z ′), et φ∗Z = 0 sinon (dans ce cas, dimZ ′ < dimZ).
La proprete´ de φ assure le caracte`re ferme´ de Z ′.
Si W est une varie´te´ alge´brique normale, on peut associer a` chaque fonction rationnelle non
nulle φ ∈ K(W )∗ son diviseur div(φ), car les anneaux localise´s aux points de codimension 1 de
W sont des anneaux de valuation. Tout ceci e´tant dit, on peut maintenant de´finir la relation
d’e´quivalence rationnelle.
De´finition 1.5.1 Deux cycles de dimension k de X sont rationnellement e´quivalents si et seule-
ment si leur diffe´rence est une somme de cycles de la forme
τ∗div(φ), φ ∈ K(W )∗, dimW = k + 1,
ou` τ : W˜ →W ⊂ X de´signe une normalisation de W , et W ⊂ X est une sous-varie´te´ ferme´e.
On apelle Zk(X)rat ⊂ Zk(X) le sous-groupe des cycles rationnellement e´quivalents a` 0, et
on pose
CHk(X) := Zk(X)/Zk(X)rat.
On notera aussi CHk(X) pour CHn−k(X). Quand X est lisse (ou plus ge´ne´ralement localement
factorielle), Z1(X) est le groupe des diviseurs de Cartier de X, et CH1(X) s’identifie a` Pic(X).
En ge´ne´ral, pourX re´duite et irre´ductible, on dispose seulement d’une fle`che Pic(X)→ CH1(X).
A pre´sent, on va de´crire les proprie´te´s de fonctorialite´ dont jouissent les groupes de Chow.
Soit p : Y → X un morphisme propre entre sche´mas quasi-projectifs. Les morphismes p∗ :
Zk(Y ) → Zk(X) construits pre´ce´demment via la formule (1.7) induisent des morphismes au
niveau des groupes de Chow.
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Proposition 1.5.2 Le morphisme p∗ envoie Zk(Y )rat dans Zk(X)rat, et donc induit un mor-
phisme
p∗ : CHk(Y )→ CHk(X).
Soit maintenant p : Y → X un morphisme plat. Si Z ⊂ X est un sous-sche´ma re´duit et
irre´ductible de codimension k, alors p−1(Z) est un sous-sche´ma de codimension k de Y . On
de´finit alors p∗Z ∈ Zk(X) comme la classe du cycle p−1(Z). Par Z-line´arite´, cette de´finition
fournit un morphisme p∗Zk(Y ) → Zk(X), qui induit un morphisme sur les groupes de Chow
d’apre`s le re´sultat suivant.
Proposition 1.5.3 Le morphisme p∗ envoie Zk(Y )rat dans Zk(X)rat, et donc induit un mor-
phisme
p∗ : CHk(Y )→ CHk(X).
En fait, on va voir qu’il est possible de de´finir un morphisme tirer-en-arrie`re sous des hy-
pothe`ses plus ge´ne´rales en utilisant le produit d’intersection. La the´orie de l’intersection pour les
classes d’e´quivalence rationnelles, de´veloppe´e par Fulton dans [Ful98], prend la forme suivante.
The´ore`me 1.5.4 Soient X une varie´te´ lisse, k et l deux entiers. Il existe un morphisme
CHk(X)× CHl(X)→ CHk+l(X)
satisfaisant a` la proprie´te´ suivante : si Z et Z ′ sont deux sous-sche´mas re´duits et irre´ductibles de
codimension k et l respectivement dans X, s’intersectant proprement ( i.e. tels que dimZ ∩Z ′ =
n− k − l), alors ce morphisme associe a` (Z,Z ′) la classe Z · Z ′ associe´e au cycle Z ∩ Z ′ ⊂ X.
La dernie`re condition ci-dessus de´finit par biline´arite´ la classe d’intersection de deux cycles
dont les supports s’intersectent proprement. Lorsque ce n’est pas le cas, l’innovation fondamen-
tale de la the´orie de Fulton re´side dans la de´finition de formules d’exce`s, qui donnent une classe
Z · Z ′ ∈ CHk+l(|Z| ∩ |Z ′|), ou` |Z| et |Z ′| sont les supports de Z et Z ′. Cette classe s’envoie
ensuite dans CHk+l(X).
Cette construction s’adapte sans changement au cas d’un sous-sche´ma j : Z ⊂ X localement
intersection comple`te, sans hypothe`se de lissite´ sur X. Elle fournit alors des morphismes
j∗ : CHk(X)→ CHk(Z),
de´finis par j∗Z ′ := l∗(Z · Z ′), ou` Z · Z ′ ∈ CHdimZ−k(Z ∩ |Z ′|), et l est l’inclusion Z ∩ |Z ′| ⊂ Z.
Ceci permet de construire des morphismes tirer-en-arrie`re sans hypothe`se de platitude, mais
en supposant que le sche´ma d’arrive´e est lisse. Soit f : X → Y un morphisme entre sche´mas
quasi-projectifs. On suppose Y lisse. Dans ce cas, le graphe Γ ⊂ X × Y de f est localement
intersection comple`te dans X×Y , et est isomorphe a` X. Comme la projection pr2 : X×Y → Y
est plate, on peut donc de´finir f∗ comme le compose´
CHk(Y )
pr∗2−−→ CHk(X × Y ) i
∗
−→ CHk(Γ) ∼= CHk(X).
On dispose alors des re´sultats de compatibilite´ suivants.
Proposition 1.5.5 Soit f : X → Y un morphisme, avec X et Y lisses.
(i) Pour Z, Z ′ ∈ CH(Y ), on a f∗(Z · Z ′) = f∗Z · f∗Z ′ ∈ CH(X).
(ii) Si f est propre, pour Z ∈ CH(Y ) et Z ′ ∈ CH(X) on a f∗(f∗Z ·Z ′) = Z · f∗Z ′ ∈ CH(Y )
(formule de projection).
(iii) Si dimX = dimY , et si f est propre, alors pour Z ∈ CH(Y ) on a f∗f∗Z = deg f · Z,
ou` l’on pose deg f = 0 si f n’est pas dominant.
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1.5.2 Groupes de Chow des surfaces K3
On pre´sente maintenant quelques proprie´te´s des groupes de Chow des surfacesK3. Le groupe
de Chow d’une surface lisse S se de´compose en CH(S) = Z⊕Pic(S)⊕CH0(S). La seule partie de
cette de´composition qui n’est pas bien comprise est le groupe CH0(S) des 0-cycles de S modulo
e´quivalence rationnelle.
On pre´sente tout d’abord le the´ore`me de Mumford ([Mum68], cf. paragraphe 5.2.1 pour une
ide´e de la preuve), qui pre´dit que si H2,0(S) 6= 0, alors CH0(S) est tre`s gros, dans un sens
que l’on pre´cisera. On explique ensuite des re´sultats dus a` Beauville et Voisin d’une part, et a`
MacLean d’autre part, qui permettent malgre´ cet obstacle de comprendre une grande partie du
CH0 d’une surface K3.
Repre´sentabilite´ du CH0
Pour citer correctement le re´sultat de Mumford, il faut introduire la notion de groupe de
Chow CH0 repre´sentable. On renvoie a` [Voi02], chapitre 22, pour les preuves omises ici. Soit X
une varie´te´ projective complexe. On suppose X connexe, de sorte que H0(X,Z) ∼= Z. On note
CH0(X)hom ⊂ CH0(X) le groupe des 0-cycles homologiquement triviaux (i.e. ici de degre´ 0),
modulo e´quivalence rationnelle. On dispose pour tout d > 0 d’un morphisme
σd : SymdX × SymdX → CH0(X)hom
(Z1, Z2) 7→ c(Z1)− c(Z2)
(un point de SymdX s’identifie naturellement a` la somme x1 + · · ·+ xd de d points de X).
De´finition 1.5.6 On dit que CH0(X) est repre´sentable si pour d suffisamment grand l’applica-
tion σd est surjective.
Nous allons maintenant voir de quelle manie`re la condition de non repre´sentabilite´ peut
s’interpre´ter comme le fait d’eˆtre de dimension infinie.
On constate (cf. [Voi02]) que les fibres des applications σd sont des unions de´nombrables de
sous-ensembles alge´briques ferme´s de SymdX × SymdX. L’ide´e est d’utiliser la parame´trisation
des courbes C ⊂ X par une infinite´ de´nombrable de sche´mas de Hilbert de X pour parame´trer
les 0-cycles de la forme τ∗div(φ), ou` τ : C˜ → C ⊂ X est la normalisation d’une courbe C ⊂ X,
et φ ∈ K(C)∗.
Ceci permet de de´finir la dimension d’une fibre de σd comme e´tant la plus grande dimension
d’une de ses composantes alge´briques. On remarque alors que pour x ∈ SymdX × SymdX tre`s
ge´ne´rique (i.e. pour x hors d’une re´union de´nombrable de sous-ensembles alge´briques ferme´s
propres), la dimension de la fibre σ−1d (σd(x)) est constante.
De´finition 1.5.7 On appelle r la dimension commune aux fibres σ−1d (σd(x)) pour x ∈ SymdX×
SymdX tre`s ge´ne´rique. On de´finit la dimension de Im(σd) comme e´tant l’entier 2ddimX − r.
On dit alors que CH0(X) est de dimension infinie si limd→∞ dim ((Im(σd)) = ∞. Ces
de´finitions e´tant pose´es, on a (cf. [Voi02]) :
Proposition 1.5.8 Le groupe CH0(X) est repre´sentable si et seulement si il est de dimension
finie.
On peut maintenant citer une version pre´cise du the´ore`me de Mumford.
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The´ore`me 1.5.9 (Mumford, [Mum68]) Soit S une surface projective lisse telle que
H0(S,KS) 6= 0.
Alors CH0(S) n’est pas repre´sentable. Plus pre´cise´ment, pour tout entier d, la fibre ge´ne´rale de
σd est finie.
Pour conclure ce paragraphe, on signale que la re´ciproque de ce the´ore`me est conjecture´e
par Bloch de la manie`re suivante.
L’application d’Albanese Z0(X)hom → H1,0(X)∗/H1(X,Z) := Alb(X), qui correspond a`
l’application d’Abel-Jacobi usuelle, est en fait bien de´finie sur les groupes de Chow, et un
the´ore`me de Ro˘ıtman ([Ro˘ı72]) dit que si CH0(X) est repre´sentable, alors l’application
CH0(X)hom → Alb(X)
ainsi de´finie est un isomorphisme. On a alors :
Conjecture 1.5.10 (Bloch) Soit S une surface projective lisse complexe, telle que H2,0(S) =
0. Alors l’application d’Albanese CH0(S)hom → Alb(S) est un isomorphisme.
Cette conjecture est de´montre´e dans le cas des surfaces qui ne sont pas de type ge´ne´ral
([BKL76]), et pour diffe´rentes surfaces de type ge´ne´ral telle que h2,0(S) = 0 ([Voi92]).
CH0 des surfaces K3
Dans le cas des surfaces K3, H0(S,KS) est bien suˆr engendre´ par une 2-forme holomorphe
partout non nulle, donc le the´ore`me de Mumford 1.5.9 s’applique. De ce fait, le re´sultat suivant,
de´montre´ dans [BV04], est assez surprenant. Il est pourtant fonde´ sur une ide´e ge´ome´trique tout
a` fait naturelle.
The´ore`me 1.5.11 (Beauville-Voisin) Soit S une surface K3.
(i) Tous les points de S se trouvant sur une courbe rationnelle (e´ventuellement singulie`re)
contenue dans S ont la meˆme classe d’e´quivalence rationnelle cS ∈ CH0(S).
(ii) L’image de l’accouplement d’intersection Pic(S) ⊗ Pic(S) → CH0(S) est contenu dans
Z · cS.
(iii) La seconde classe de Chern c2(S) ∈ CH0(S) est e´gale a` 24 · cS.
Preuve. Par de´finition de la relation d’e´quivalence rationnelle, deux points sur une courbe
rationnelle R ⊂ S de´finissent la meˆme classe dans CH0(S). Les points (i) et (ii) sont donc des
conse´quences des re´sultats e´tablis au paragraphe 1.4.1, qui disent que le groupe de Picard de S
est engendre´ par des classes de courbes rationnelles.
Plus pre´cise´ment, soit j : P1 → R ⊂ S la normalisation d’une courbe rationnelle. On note
cR := j∗(p) ∈ CH0(S), ou` p est un point quelconque de P1. Alors pour tout diviseur D sur S,
on a
R ·D = j∗j∗D = j∗(n · p) = n · cR ∈ CH0(S),
ou` n = deg(R ·D) est le nombre de points d’intersection de R et D.
Conside´rons donc un fibre´ en droites ample L sur S : on sait d’apre`s les re´sultats du para-
graphe 1.4.1 qu’il existe une courbe rationnelle (singulie`re) H ∈ |L|. Comme L est ample, H
rencontre toutes les courbes rationnelles sur S : pour toute courbe rationnelle R ⊂ S, on a
deg(H · S) > 0. Comme CH0(S) est sans torsion d’apre`s un the´ore`me de Ro˘ıtman ([Ro˘ı80]), on
a donc cR = cH pour toute courbe rationnelle R ⊂ S. Ceci prouve (i). On appelle cX ∈ CH0(S)
la classe commune a` tous les points se trouvant sur une courbe rationnelle.
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Soient D et D′ deux diviseurs effectifs sur S. Toujours d’apre`s les re´sultats du paragraphe
1.4.1, D et D′ sont line´airement e´quivalents a` des courbes rationnelles R et R′ respectivement.
On a alors l’e´galite´ de classes d’e´quivalence rationnelle
D ·D′ = R ·R′ = deg(R ·R′) · cX .
Ceci prouve (ii).
Le troisie`me point est plus difficile. On renvoie a` l’article [BV04] pour la preuve.
¤
Par un raisonnement un peu similaire, mais utilisant des courbes elliptiques a` la place des
courbes rationnelles, Catriona MacLean obtient le re´sultat suivant ([Mac04]).
The´ore`me 1.5.12 (MacLean) Soient S une surface K3 projective ge´ne´rique, et x ∈ S un
point ge´ne´ral. Alors l’ensemble des points y ∈ S rationnellement e´quivalents a` x est dense dans
S pour la topologie usuelle.
Preuve. Un des arguments principaux est la proprie´te´ e´le´mentaire suivante des courbes ellip-
tiques. Soient E une courbe elliptique lisse, et x un point de E. Alors l’ensemble des points
y ∈ E tels que y−x est de torsion est dense dans E. Cette proprie´te´ sera utilise´e pour exploiter
le re´sultat de Ro˘ıtman selon lequel le CH0 d’une surface K3 est sans torsion ([Ro˘ı80]).
Le second ingre´dient essentiel de la preuve est l’existence de familles a` 1 parame`tre de
courbes elliptiques (singulie`res) sur une surface K3 projective ge´ne´rique. D’apre`s les re´sultats
du paragraphe 1.4.1, il existe pour une telle surface S une courbe rationnelle nodale dans chacun
des syste`mes line´aires |OS(k)|, k > 0. Ceci entraˆıne, par l’e´tude des varie´te´s de Severi des surfaces
K3 mene´e au paragraphe 1.3.3, l’existence de familles a` 1 parame`tre de courbes nodales de genre
ge´ome´trique 6 1, appartenant a` |OS(k)| (ces familles sont obtenues en de´formant une courbe
rationnelle nodale, de manie`re a` lisser l’un des nœuds).
On conside`re donc deux familles irre´ductibles
Fi
pii
²²
φi // S
Bi
a` 1 parame`tre de courbes appartenant a` |OS(i)|, i = 1 ou 2, et dont le membre ge´ne´ral est une
courbe inte`gre (i.e. re´duite et irre´ductible), nodale, et de genre ge´ome´trique 6 1. Les morphismes
φ1 et φ2 sont surjectifs.
Soit x ∈ S ge´ne´ral. Ceci permet de supposer que X n’appartient pas a` l’image d’une courbe
non inte`gre de la famille F2. On choisit un point y ∈ F1 tel que φ1(y) = x, et on note b0 =
pi1(y) ∈ B1. La fibre F1,b0 est l’image d’une application surjective F 1,b0 → F1,b0 , ou` F 1,b0 est
une courbe nodale de genre 6 1. Il existe une composante de F 1,b0 dont l’image dans S est une
courbe passant par le point x, que l’on note E. Le genre de E est 6 1, donc l’ensemble des
points z ∈ E tels que z− x ∈ CH0(E) est de torsion est dense dans E. Comme CH0(S) est sans
torsion, l’ensemble des z ∈ E tels que z = x ∈ CH0(S) est dense dans E.
L’ide´e de la preuve est maintenant que la courbe E est transverse a` un membre ge´ne´ral de
la famille F2. On conside`re alors l’ensemble dense dans F2 des courbes de F2 qui sont de genre
6 1 et qui rencontrent E en un point rationnellement e´quivalent a` x. Pour une telle courbe E2,
le raisonnement pre´ce´dent montre que l’ensemble des points z ∈ E2 tels que z = x ∈ CH0(S)
est dense dans E2.
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On obtient ainsi un ensemble B◦ ⊂ B2 dense dans B2, tel que pour tout b ∈ B◦, l’ensemble
des points z appartenant a` la fibre pi−12 (b) et line´airement e´quivalents a` x dans S est dense dans
pi−12 (b). Ceci fournit un ensemble dense dans S de points line´airement e´quivalents a` x dans S.
¤
Catriona MacLean obtient e´galement le re´sultat suivant, qui est une re´ciproque partielle du
the´ore`me pre´ce´dent, et qui est a` rapprocher du the´ore`me de Mumford.
The´ore`me 1.5.13 (MacLean) Soit S une surface lisse, telle que pour x ∈ S ge´ne´rique,
l’ensemble des points rationnellement e´quivalents a` x dans S soit dense pour la topologie de
Zariski. Alors on a ne´cessairement h2,0(S) 6 1.
34 CHAPITRE 1. INTRODUCTION A` LA GE´OME´TRIE DES SURFACES K3
Chapitre 2
Severi varieties and self-rational
maps of K3 surfaces
2.1 Introduction et principaux re´sultats
Dans ce chapitre, et sauf mention explicite du contraire, S de´signe une surface K3 projec-
tive lisse, ge´ne´rique. En particulier, on suppose Pic(S) ∼= Z. On conside`re un endomorphisme
rationnel ϕ de S, c’est-a`-dire une application rationnelle dominante ϕ : S 99K S. Il existe une
e´limination des inde´terminations de ϕ, i.e. un diagramme commutatif
S˜
τ
²²
eϕ
ÁÁ>
>>
>>
>>
>
S ϕ
//___ S
ou` ϕ˜ est un morphisme, et τ est une suite finie d’e´clatements. On de´finit le degre´ topologique
de ϕ comme e´tant l’entier degϕ := deg ϕ˜. C’est le nombre de points dans la pre´image d’un
point ge´ne´rique de S. On de´finit le degre´ alge´brique de ϕ comme e´tant l’unique entier l tel que
ϕ∗OS(1) ∼= OS(l). C’est le degre´ des polynoˆmes qui de´finissent ϕ. On note R le diviseur de
ramification de ϕ˜, c’est-a`-dire le diviseur des ze´ros du jacobien
∧2
dϕ˜.
Endomorphismes rationnels
L’objet principal de ce chapitre est l’e´tude des proprie´te´s ge´ome´triques et nume´riques des
endomorphismes rationnels S 99K S d’une surface K3 projective ge´ne´rique, dans le but d’obtenir
des arguments en faveur de la conjecture suivante.
Conjecture A Soit S une surface K3 projective ge´ne´rique. Il n’existe pas d’application ra-
tionnelle dominante
ϕ : S 99K S
telle que l > 1, ou` l est de´fini par la relation ϕ∗OS(1) ∼= OS(l).
La recherche de varie´te´s complexes X munies d’endomorphismes f : X → X est un autre
proble`me, pre´sente´ au paragraphe 1.2.1. Dans le cas d’une surface K3, on a vu qu’un endomor-
phisme S → S est un reveˆtement e´tale a` cause de la trivialite´ du fibre´ canonique KS , et donc un
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automorphisme puisque S est simplement connexe (cf. proposition 1.2.3). Ces endomorphismes
sont donc sans rapport avec la conjecture qui nous inte´resse.
On recherche donc des endomorphismes rationnels sur les surfaces K3. On a de´crit au para-
graphe 1.2.2 les exemples connus de telles transformations. On sait que les surfaces de Kummer,
ainsi que les surfaces K3 elliptiques sont munies d’endormorphismes rationnels de degre´ > 1.
Ces exemples ne contredisent pas la conjecture A, puisque ils ne concernent que des surfaces
K3 avec un nombre de Picard supe´rieur a` 2. En revanche, ils indiquent qu’il est ne´cessaire de
supposer S ge´ne´rique.
En dimension supe´rieure, Claire Voisin a construit des transformations rationnelles sur la
varie´te´ de Fano X = F(V ) des droites d’une hypersurface cubique V ⊂ P5 (exemple 1.2.7). Ces
varie´te´s sont e´quivalentes par de´formation au sche´ma de Hilbert S[2] d’une surface K3 de genre
8. Pour un choix ge´ne´rique de l’hypersurface cubique V , on a Pic(X) ∼= Z, donc cet exemple
indique que la conjecture A est spe´cifique aux surfaces.
L’existence d’applications rationnelles de degre´ > 1 sur une surfaceK3 (ou plus ge´ne´ralement
sur une varie´te´ de Calabi-Yau) a des conse´quences importantes sur ses proprie´te´s de densite´
potentielle, d’hyperbolicite´ (annulation de la pseudo-forme volume de Kobayashi-Eisenman),
et sur l’existence d’applications me´romorphes surjectives C2 99K S. Ces conse´quences sont
de´veloppe´es au chapitre 5.
Varie´te´s de Severi universelles
Le re´sultat principal de ce chapitre est une relation entre la conjecture A pre´ce´dente et
l’irre´ductibilite´ des varie´te´s de Severi des surfaces K3.
Les varie´te´s de Severi ont e´te´ introduites au paragraphe 1.3. Elles parame`trent les courbes
irre´ductibles et nodales de degre´ et de genre ge´ome´trique fixe´s sur une surface donne´e. Pour
une surface K3 projective ge´ne´rique S fixe´e, dont on note L le ge´ne´rateur positif du groupe de
Picard, les varie´te´s de Severi sont de la dimension attendue : pour tous entiers k > 0 et h > 0,
si h 6 pa(k), alors Vk,h(S,L) est lisse et de dimension dim |kL| − (pa(k)− h) = h (cf. the´ore`me
1.3.8). En revanche, on ne s’attend pas ne´cessairement a` ce que ces varie´te´s de Severi soient
irre´ductibles. Par exemple, il est clair que les varie´te´s Vk,0(S,L), qui parame`trent des courbes
rationnelles, ne sont pas irre´ductibles, puisqu’elles sont constitue´es d’un nombre fini de points.
On conside`re ici plutoˆt les varie´te´s de Severi universelles des surfaces K3, en un certain sens
plus proches que leur version ponctuelle des conside´rations initiales de Severi, qui s’inte´ressait
aux courbes projectives lisses de genre donne´, et les projetait dans le plan projectif pour les
e´tudier. Les varie´te´s de Severi universelles parame`trent l’ensemble des courbes de degre´ et de
genre ge´ome´trique fixe´s que l’on peut plonger dans une surface K3 alge´brique.
Soit g > 2 un entier. On note MK3,g l’espace de modules des surfaces K3 de genre g (ce
sont les surfaces K3 munies d’un fibre´ en droites ample et indivisible L, d’auto-intersection
L2 = 2g − 2). Il existe une famille universelle Sg → M◦K3,g de´finie au-dessus d’un ouvert de
MK3,g. A un point ge´ne´rique m ∈ M◦K3,g correspond une surface K3 Sm de groupe de Picard
Pic(Sm) = Z ·Lm. On de´finit la varie´te´ de Severi universelle Vgk,h comme la varie´te´ au-dessus de
M◦K3,g dont les fibres sont les varie´te´s de Severi ponctuelles Vk,h.
Vk,h(Sm, Lm) ⊂
²²
Vgk,h
²²
m ∈ M◦K3,g
Il est tout a` fait possible que la varie´te´ universelle Vgk,h soit irre´ductible meˆme si ses fibres
ne le sont pas. On conjecture que les varie´te´s Vgk,h sont toutes irre´ductibles. Toutefois, il est
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suffisant pour l’application que nous avons en vue dans ce chapitre d’e´mettre la conjecture
suivante, moins optimiste (en particulier, elle n’inclut pas l’irre´ductibilite´ des varie´te´s de Severi
universelles parame´trant des courbes rationnelles).
Conjecture B Soit g > 2 un entier. Pour tout ε > 0, il existe une constante M(ε) telle que
pour tous entiers k et h tels que k >M(ε) et
εpa(k) 6 h 6 pa(k),
la varie´te´ de Severi universelle Vgk,h est irre´ductible.
Re´sultats
Le re´sultat principal de ce chapitre est le the´ore`me suivant, de´montre´ au paragraphe 2.2.
The´ore`me C Soient g, l > 2 deux entiers. Si pour m ∈ M◦K3,g ge´ne´rique il existe une appli-
cation rationnelle dominante ϕm : Sm 99K Sm telle que ϕ∗mOS(1) ∼= OS(l), alors la varie´te´ de
Severi universelle Vgkl,pa(k) posse`de au moins deux composantes irre´ductibles.
Le corollaire suivant au the´ore`me C fournit une me´thode pour de´montrer la conjecture A sur
les endomorphismes rationnels. Il s’obtient simplement en remarquant qu’on a asymptotique-
ment l’e´quivalence pa(k)/pa(lk) ∼k→∞ 1/l2.
Corollaire D La conjecture B sur l’irre´ductibilite´ des varie´te´s de Severi universelles implique
la conjecture A sur la non existence d’endomorphisme rationnel de degre´ strictement supe´rieur
a` 1 pour une surface K3 projective ge´ne´rique.
Au paragraphe 2.3, on rassemble un certain nombre de contraintes nume´riques entre les
degre´s topologique et alge´brique d’un endomorphisme rationnel S 99K S, ou` S est une surface
K3 projective ge´ne´rique. Ces contraintes restreignent les possibilite´s d’existence de tels endomor-
phismes rationnels, et fournissent des arguments en faveur de la conjecture A. Les contraintes
les plus significatives sont re´sume´es dans le the´ore`me suivant.
The´ore`me E Soient S une surface K3 projective ge´ne´rique de genre g, et ϕ : S 99K S une
application rationnelle dominante telle que ϕ∗OS(1) = OS(l) et degϕ > 1.
(i) Il existe un entier relatif λ tel que degϕ = λ2. L’entier l − λ est divisible par 2g − 2 (le
signe de λ n’est pas connu a priori).
(ii) Soit τ : S˜ → S une suite finie d’e´clatements fournissant une e´limination des inde´ter-
minations minimale de ϕ. On appelle p le nombre d’e´clatements contenus dans τ . Il existe des
entiers strictement positifs β1, . . . , βp tels que
l2 = degϕ+ (2g − 2)∑iβ2i .
De plus, la somme des βi est divisible par 2.
(iii) Si τ ne contient pas de chaˆıne d’e´clatements successifs de longueur supe´rieure a` 3, alors
degϕ 6 1 + 1
24
[p+ 4(g − 1)∑iβi] .
Le re´sultat suivant permet d’autre part de controˆler la complexite´ de l’e´limination des
inde´terminations, repre´sente´e par l’arbre d’intersection des courbes exceptionnelles irre´ductibles
qui apparaissent avec la suite d’e´clatements τ .
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Proposition F (i) La profondeur de l’arbre est infe´rieure a` degϕ− 2. En cas d’e´galite´, l’arbre
est connexe, ce qui signifie que tous les e´clatements de τ se font au-dessus d’un seul point de S.
(ii) Si toutes les courbes exceptionnelles irre´ductibles sont disjointes, ou de manie`re e´quiva-
lente si la profondeur de l’arbre est 1, alors τ est une suite d’e´clatements simples au-dessus d’au
plus 8(degϕ− 1) points de S.
2.2 Link between the two conjectures
In this section, we prove that conjecture B implies conjecture A. We start with the following
result, which for a generic K3 surface S, describes the geometric action of a dominant self-
rational map ϕ : S 99K S on a generic curve C ∈ |OS(k)|.
Proposition 2.2.1 Let S be a K3 surface of genus g > 2, with Pic(S) = Z, and assume
there exists a dominant rational map ϕ : S 99K S satisfying ϕ∗OS(1) ∼= OS(l). We consider
C ∈ |OS(k)| generic.
(i) Its image ϕ(C) lies in |OS(kl)|.
(ii) For k big enough, ϕ(C) is irreducible and nodal, and C and ϕ(C) have the same geometric
genus pa(k).
Proof. (i) Consider
S˜
τ
²²
eϕ
ÁÁ>
>>
>>
>>
>
S ϕ
//___ S
an elimination of indeterminacies of ϕ, and write R for the ramification divisor of ϕ˜. Since
KeS = ϕ˜∗KS +R and KS is trivial, R is entirely exceptional. In other words, ϕ is smooth away
from the indeterminacy locus.
Since C ∈ |OS(k)| is generic, we can assume that it avoids the indeterminacy locus. Then
ϕ|C is locally an imbedding, and in particular we have the equality of homology classes
[ϕ(C)] = ϕ∗[C]
(ϕ∗ and ϕ∗ are defined as ϕ˜∗τ∗ and τ∗ϕ˜∗ respectively). We then compute the intersection product
〈[ϕ(C)] , L〉 = 〈ϕ∗[C], L〉 = 〈[C], ϕ∗L〉 ,
where L is the divisor class corresponding to OS(1). Finally, we have 〈[ϕ(C)] , L〉 = kl(2g − 2),
and therefore ϕ(C) ∈ |klL|.
(ii) We define a scheme S ×S S, which is pointwise the set of pairs of points in S having
the same image under ϕ, by considering a morphism ϕU : U → S (U Zariski-open subset of
S) representing the rational map ϕ, and taking S ×S S to be the Zariski-closure of U ×S U in
S ×SpecC S.
We claim that for k big enough, ϕ|C is everywhere injective but at a finite number of points
of C, or equivalently that
C ×S C ⊂ S ×S S
only possesses a finite number of points outside from the diagonal. To prove this, we define the
incidence variety
J = {(C, x1 + x2) ∈ |OS(k)| × (S2S)◦ s.t. (x1, x2) ∈ C ×S C},
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which parametrizes the pairs of distinct points of S having the same image by ϕ (recall that
(S2S)◦ is the open subset of the symmetric product Sym2S corresponding to sums of two distinct
points). It is given by the equations  x1, x2 ∈ Cx1 6= x2
ϕ(x1) = ϕ(x2).
Now the projection of J on (S2S)◦ is S ×S S, which is pointwise the set of sums x1 + x2 with
x1 6= x2 and ϕ(x1) = ϕ(x2), and is of dimension 2. When k is large enough, the fibers of J over
its projection on (S2S)◦ are of dimension dim |OS(k)| − 2 (see 2.2.2), so
dim J = dim |OS(k)|.
The fiber of J over generic C ∈ |OS(k)| is thus necessarily zero-dimensional, and our claim is
proved. It follows that for generic C ∈ |kL|, ϕ|C is of degree 1 onto its image ϕ(C). We can
assume C to be smooth. Then it is the normalization of ϕ(C), and these two curves have the
same geometric genus.
A similar argument shows that for C ∈ |OS(k)| generic, there cannot exist three pairwise
distinct points on C having the same image under the action of ϕ. So, since C is smooth and
ϕ|C is a local imbedding, all singular points of ϕ(C) occur as the identification of two distinct
points in C by ϕ. We shall now prove that for generic C ∈ |OS(k)|, these singular points are
all nodes. Write p : P(TS) → S for the canonical projection of the projectivized holomorphic
tangent bundle, and consider the incidence variety
J ′ ⊂ |OS(k)| ×P(TS)×P(TS),
defined by the equations
(C, u1, u2) ∈ J ′ ⇐⇒

u1, u2 ∈ P(TC)
p(u1) 6= p(u2)
ϕ ◦ p(u1) = ϕ ◦ p(u2)
ϕ∗u1 = ϕ∗u2.
It parametrizes the couples of tangent directions of S at two different points, that are sent by the
differential ϕ∗ on a couple of colinear tangent directions at the same point of S (i.e. exactly the
situations that yield degenerated singularities on ϕ(C)). The image of the projection of J ′ on
P(TS)×P(TS) is given by the conditions p(u1) 6= p(u2), ϕ◦p(u1) = ϕ◦p(u2) and ϕ∗u1 = ϕ∗u2,
which yield three independent equations, so it is of dimension 3. When k is large enough, the
generic fiber of J ′ over its projection on P(TS) × P(TS) is of codimension 4 in |OS(k)| (see
2.2.2). Then
dim J ′ = dim |OS(k)| − 1,
and the fiber of J ′ over generic C ∈ |OS(k)| is necessarily empty, which concludes the proof.
¤
Remark 2.2.2 Proposition 2.2.1 works as soon as k > 4 when g > 3, and as soon as k > 6
when g = 2.
Indeed, if g > 3 (resp. g = 2), then the line bundle OS(k) is very ample for k > 2 (resp.
k > 3), see proposition 1.1.1. This is sufficient to ensure that two distinct points of S impose
independent conditions on |OS(k)| and thus that the argument concerning J is correct.
Now let x1 and x2 be two distinct points in some projective space PN , and u1 ∈ P(TPN ,x1),
u2 ∈ P(TPN ,x2) be two tangent directions. As soon as the line defined by (x1, u1) (resp. (x2, u2))
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does not pass through x2 (resp. x1), we are sure that (x1, u1) and (x2, u2) impose independent
conditions on the linear system of quadrics in PN . So when g > 3 and k > 4 (resp. g = 2 and
k > 6), the claim about the dimension of the generic fiber of J ′ is true.
Theorem 2.2.3 Let g, l > 2 be given. If for m ∈M◦K3,g generic there exists a dominant rational
map ϕm : Sm 99K Sm satisfying ϕ∗mOS(1) ∼= OS(l), then for k great enough the universal Severi
variety Vkl,pa(k) possesses at least two irreducible components.
Theorem 2.2.3 is one of the main results of this article. The key of the proof is the construction
of two irreducible components of Vkl,pa(k) for S generic, such that the rational equivalence
class (in CH0(S)) of the singularity 0-cycle is constant for the curves parametrized by the first
component, and non constant for those parametrized by the second component. We give these
two constructions in lemmas 2.2.4 and 2.2.6.
Lemma 2.2.4 Let S be a generic genus g K3 surface. Under the hypotheses of proposition 2.2.1,
and for k large enough, there exists an irreducible component of Vkl,pa(k) on which the application
C ∈ Vkl,pa(k) 7→ cl (ZC) ∈ CH0(S)
is constant.
Here Vkl,pa(k) is a Severi variety related to the single surface S, and for C ∈ Vkl,pa(k), cl (ZC) is
the rational equivalence class of the singularity 0-cycle ZC of the curve C.
Proof. By proposition 2.2.1, for C ∈ |kL| generic and k large enough, ϕ(C) is an irreducible
nodal curve in |klL|, with geometric genus pa(k), and therefore ϕ(C) ∈ Vkl,pa(k). Vkl,pa(k) is of
the expected dimension pa(k) by theorem 1.3.8, while |kL| is a projective space of dimension
pa(k). So the subset of Vkl,pa(k) parametrizing the images of curves in |kL| under the action of
ϕ is an irreducible component V ′ of Vkl,pa(k).
Let C be a generic curve in |kL|, and write Zϕ(C) for the 0-cycle of the singular points
of its image ϕ(C), seen as a 0-cycle in S. From the proof of proposition 2.2.1, we know that
ϕ|C : C → ϕ(C) is a normalization of ϕ(C). The latter being an irreducible nodal curve, we
have
2Zϕ(C) = Kϕ(C) − (ϕ|C)∗KC ,
as 0-cycles in ϕ∗C. This proves that for another generic curve C ′ ∈ |kL|, the singularity 0-cycle
Zϕ(C′) of the image ϕ(C ′) is rationally equivalent to Zϕ(C), as 0-cycles in S. Indeed, since C
and C ′ are rationally equivalent, the adjunction formula tells us that KC = (KS + C)|C and
KC′ = (KS + C ′)|C′ are rationally equivalent, as 0-cycles on S. ϕ(C) and ϕ(C ′) are rationally
equivalent as well, since they both are in |klL|, and the adjunction formula tells us that Kϕ(C) =
(KS + ϕ(C))|ϕ(C) and Kϕ(C′) = (KS + ϕ(C ′))|ϕ(C′) are rationally equivalent, as 0-cycles on S.
¤
Remark 2.2.5 In fact, one gets
cl
(
Zϕ(C)
)
=
1
2
k2(l2 − 1)L2 = pa(kl)− pa(k)
2g − 2 L
2 ∈ CH0(S).
δ = pa(kl) − pa(k) is the number of nodes of ϕ(C) for C generic. Using [BV04] (cf. theorem
1.5.11), we get
cl
(
Zϕ(C)
)
= δcX ∈ CH0(S),
where cX is the rational equivalence class of any point of S that lie on a rational curve.
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We now construct an irreducible component of Vkl,pa(k), which parametrizes curves with non
constant rational equivalence class for their singularity 0-cycles.
Lemma 2.2.6 Let S be a generic genus g K3 surface. Under the hypotheses of proposition 2.2.1,
and for k large enough, there exists an irreducible component of Vkl,pa(k) on which the application
C ∈ Vkl,pa(k) 7→ cl (ZC) ∈ CH0(S)
is non constant.
Proof. By theorem 1.3.8, there exists an irreducible family of dimension pa(k)−1 of irreducible
curves C ∈ |kL|, with only one node as singularity. We write ZC for the 0-cycle on S defined
by the singular point of C. ϕ(C) is generically an irreducible curve in |klL|, with exactly δ + 1
nodes as singularities, δ = pa(kl)− pa(k) (this is proposition 2.2.1). In fact, one has
Zϕ(C) = ϕ∗ZC + Z ′ϕ(C)
as 0-cycles on S, where Z ′ϕ(C) is the sum of the singular points that appear when applying ϕ.
As C moves, Z ′ϕ(C) has constant rational equivalence class in CH0(S), exactly as in the proof of
lemma 2.2.4.
We thus have an irreducible (pa(k)− 1)-dimensional family of curves ϕ(C) ∈ |klL|. For each
ϕ(C), we smooth one of the nodes that are in Z ′ϕ(C). This eventually gives an irreducible, pa(k)-
dimensional family of irreducible, nodal curves in |klL|, with exactly δ nodes. Such a family is
an irreducible component V ′′ of Vkl,pa(k).
We claim that the rational equivalence class of the singularity 0-cycles ZC′ of curves C ′
parametrized by V ′′ is non constant. This can be seen by the following simple consideration.
For any points x, y ∈ S, and if k is large enough, we can find a curve C ∈ |kL| with a node at
x as its only singular point, and such that ϕ(C) is nodal, with nodes at ϕ(x) and y. Smoothing
y, we get curves C ′ in V ′′, with singularity 0-cycle
ZC′ = ϕ(x) + Z ′ϕ(C) − y.
Since Z ′ϕ(C) has constant rational equivalence class, fixing x and letting y move, we see that
that the rational equivalence class cl (ZC′) ∈ CH0(S) cannot be constant.
¤
Proof of theorem 2.2.3. We write the Stein factorization
Vk,p
²²zzvv
vv
vv
vv
v
M˜◦K3,g //M◦K3,g
of the projective morphism Vk,p → M◦K3,g. Vk,p → M˜◦K3,g is a projective morphism with
connected fibers, while M˜◦K3,g →M◦K3,g is finite. A point of M˜◦K3,g over m ∈M◦K3,g represents
a connected component of (Vk,l)m. The monodromy of this morphism thus acts as a subgroup
of the permutation group of the connected components of fibers of Vk,p →M◦K3,g. Irreducibility
of Vk,p is equivalent to the fact that the monodromy acts transitively on the components of the
fibers Vk,l (see e.g. [Har86]).
If there exists a dominant rational map ϕm : Sm 99K Sm, satisfying ϕ∗mOSm(1) ∼= OSm(l) for
generic m ∈ M◦K3,g, then we have by lemmas 2.2.4 and 2.2.6 two irreducible components V ′m
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and V ′′m of each generic fiber (Vkl,pa(k))m that are algebraically distinguished, since for curves
parametrized by the first one, all singularity 0-cycles are rationally equivalent, and for curves
parametrized by the other one, they are not. It follows that there exists an open subset
M˜◦K3,g
²²
U ⊂ M◦K3,g,
such that all fibers over U contain at least two points that are algebraically distinguished. The
monodromy cannot exchange these two points. In particular it does not act transitively, and
Vkl,pa(k) is not irreducible.
¤
2.3 Properties of a self-rational map on a K3 surface
This section is devoted to the study of a dominant self-rational map on a given K3 surface.
The observation of the geometry of an elimination of indeterminacies gives properties that this
map must satisfy, and which of course restrain the possibilities for such a self-rational map to
exist. We first get numerical relations between the algebraic and topological degree that are
always valid. We then make further remarks depending on the complexity of the elimination of
indeterminacies, and give a way to control this complexity.
The notations are as follows. S is a generic algebraic K3 surface. We assume in particular
that Pic(S) = Z · L, where L is effective and satisfies L2 = 2g − 2 (g ∈ N∗). ϕ : S 99K S is
a dominant rational map, and l the positive integer such that ϕ∗OS(1) ∼= OS(l). We assume
l > 1. We consider an elimination of indeterminacies of ϕ, i.e. a commutative diagram
S˜
τ
²²
eϕ
ÁÁ>
>>
>>
>>
>
S ϕ
//___ S,
where τ is a finite sequence of blow-ups
S˜ = Sp
εp−→ Sp−1 εp−1−→ · · · ε2−→ S1 ε1−→ S0 = S.
We write Fi for the exceptional divisor which appears with εi, and Ei for ε∗p ◦ · · · ◦ ε∗i+1Fi
(1 6 i 6 p). (τ∗L,E1, . . . , Ep) is an orthogonal basis of Pic(S˜), and E2i = −1 (1 6 i 6 p).
2.3.1 Numerical properties
We start with a numerical observation coming from Hodge theory.
Proposition 2.3.1 There exists an integer λ, such that
degϕ = λ2.
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Proof. Let ω be a global, nowhere vanishing, holomorphic 2-form on S. Since KS is trivial, and
KeS = τ∗KS + E1 + · · · + Ep, where the Ei’s are exceptional divisors, any global holomorphic
2-form on S˜ is a multiple of τ∗ω. In particular there exists λ ∈ C such that ϕ˜∗ω = λτ∗ω.
We write H2(S,Q)tr. for the transcendental rational cohomology of S, that is the orthogonal
in H2(S,Q) of the Neron-Severi group NS(S), with respect to the intersection form 〈 , 〉. We
shall show that ϕ˜∗η = λτ∗η for all η ∈ H2(S,Q)tr.
We clearly have H2(S,Q)tr. ∼= H2(S˜,Q)tr. via τ∗, and since ϕ˜∗ sends the transcendental
cohomology classes of S to transcendental cohomology classes in S˜, there exists a Hodge structure
morphism
ψ : H2(S,Q)tr −→ H2(S,Q)tr,
such that for all η ∈ H2(S,Q)tr., one has ϕ˜∗η = τ∗(ψ(η)). Now ω ∈ H2(S,Q)tr., and ϕ˜∗ω = λτ∗ω,
so the eigenspace Eλ relative to λ for ψ is non nempty.
Suppose Eλ ⊂ H2(S,C)tr is a proper subspace for S generic. Since λ ∈ C is algebraic over
Q, the equations defining Eλ are contained in the countable set of equations with coefficients
in Q. This says that, when S moves, ω ∈ Eλ is contained in a countable union of proper linear
subspaces of H2(S,C). This contradicts the surjectivity of the period map for K3 surfaces : its
image is an open set of a projective quadric in P
(
H2(S,C)
)
(see e.g. [Pal85]). We thus have
Eλ = H2(S,C)tr for S generic.
ψ acts on H2(S,Q)tr. as multiplication by λ, so λ is necessarily a rational number. From the
two equalities ∫
eS ϕ˜
∗ω ∧ ϕ˜∗ω = deg(ϕ)
∫
S
ω ∧ ω,
and ∫
eS ϕ˜
∗ω ∧ ϕ˜∗ω = λ2
∫
eS τ
∗ω ∧ τ∗ω = λ2
∫
S
ω ∧ ω,
we get deg(ϕ) = λ2. Since degϕ is an integer, and λ is a rational number, λ is necessarily an
integer.
¤
We shall now prove a divisibility property involving λ. To do so, we need some further
notations. Let us write
ϕ˜∗L = lτ∗L−
∑
16i6p
αiEi
for some integers α1, . . . , αp. Since Pic(S) = Z · L, and the Ei’s are effective, there also exist
non negative integers β1, . . . , βp, such that for all i
ϕ˜∗Ei = βiL.
Note that by projection formula,
αi = ϕ˜∗(ϕ˜∗L · Ei) = L · ϕ˜∗Ei = βiL2 = (2g − 2)βi.
Lemma 2.3.2 2g − 2 necessarily divides l − λ.
Proof. Let λ be as in the proof of proposition 2.3.1. We have ϕ˜∗η′ = λτ∗η′ for all class
η′ ∈ H2(S,Q)tr.. We have on the other hand ϕ˜∗c1(L) = lτ∗c1(L)− (2g − 2)
∑
i βi[Ei].
Any η ∈ H2(S,Q) decomposes over Q into η = η′ + η′′, where η′ ∈ H2(S,Q)tr., and η′′ =
(〈η, c1(L)〉 /(2g − 2))c1(L). Then
ϕ˜∗η = λτ∗η′ + lτ∗η′′ − 〈η, c1(L)〉
∑
i
βi[Ei]
= λτ∗η + (l − λ)τ∗η′′ − 〈η, c1(L)〉
∑
i
βi[Ei].
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The intersection product is unimodular, and c1(L) is indivisible. So there exists a class
η1 ∈ H2(S,Z), such that
〈η1, c1(L)〉 = 1.
It decomposes over Q into η1 = η′1 + η
′′
1 , and the equality
(l − λ)τ∗η′′1 = ϕ˜∗η1 − λτ∗η1 + 〈η1, c1(L)〉
∑
i
βi[Ei]
shows that
(l − λ)τ∗η′′1 =
l − λ
2g − 2τ
∗c1(L)
is an integral cohomology class. Since c1(L) is indivisible, this shows that 2g − 2 necessarily
divides l − λ.
¤
We now look more specifically at the geometry of the elimination of indeterminacies. To
have a more accurate description of the situation, we consider the proper transforms F̂i ⊂ S˜ of
the Fi’s, and introduce their intersection tree. Later on, we will call it the exceptional tree, or
the ramification tree (recall that since KS is trivial, the ramification divisor of ϕ˜ and the total
exceptional divisor of τ are equal, cf. proof of proposition 2.2.1). Its vertices are the F̂i’s, and two
vertices are connected if and only if the two corresponding divisors meet in S˜. The descendants
of a vertex F̂i are the vertices situated below F̂i in the tree, i.e. those corresponding to divisors
whose projection by εi+1 ◦ · · · ◦ εp is contained in Fi. The depth mi of a vertex F̂i is the number
of ancestors of F̂i in the tree, i.e. the number of points situated above F̂i. The depth of the tree
is the maximal depth of its vertices.
Example 2.3.3 The following exceptional tree
F̂1 F̂2
F̂3
33
3
®®
®
F̂4
F̂5 F̂6
is obtained by first blowing up S along two points ; F̂1 and F̂2 are the exceptional divisors above
these two points. One then blows up the resulting surface along one point on F̂1, and one point
on F̂2. Write F̂3 (resp. F̂4) for the exceptional divisor appearing above the blown up point on
F̂1 (resp. F̂2). One finally blows up along two points of F̂3. The descendants of F̂3 are F̂3, F̂5
and F̂6. Its ancestors are F̂1 and F̂3. Its depth is 2. The depth of the tree is 3.
This being set, Ei = ε∗p ◦ · · · ◦ ε∗i+1Fi is clearly the sum of all descendants of F̂i in the
tree. In the above example we have E3 = F̂3 + F̂5 + F̂6. The canonical divisor of S˜ is KeS =
ε∗p ◦ · · · ◦ ε∗1KS + E1 + · · ·+ Ep. Since KS is trivial we have
KeS = ∑
16i6p
Ei =
∑
16i6p
miF̂i.
It is also the ramification divisor of the map ϕ˜.
Let F be an exceptional divisor, such that τ does not contain any blow up along a point of F
(i.e. an exceptional divisor which appears at the bottom of the exceptional tree). For a suitable
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choice of notations, this divisor can be supposed to be Fp. If F collapses under the action of ϕ˜,
then there necessarily exists a morphism ϕ˜p−1 : Sp−1 → S, and a commutative diagram
Sp
εp
²²
eϕ
¼¼4
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
44
Sp−1
εp−1
²²
eϕp−1
ÁÁ>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>
...
ε1
²²
S ϕ
//_______ S,
that is another elimination of indeterminacies of ϕ involving one less exceptional divisor. We may
thus assume τ to be minimal, in the sense that ϕ˜ does not contract to a point any exceptional
divisor which appears at the end of the exceptional tree.
The following equality is obtained simply by computing the self-intersection (ϕ˜L)2. It is the
most important relation between degϕ and l. We use the minimality of τ to show the positivity
of the βi’s.
Proposition 2.3.4 The βi’s are all positive. In addition, the algebraic degree l and the topo-
logical degree of ϕ satisfy
l2 = degϕ+ (2g − 2)
∑
16i6p
β2i .
Proof. We have Ei = F̂i + F̂i1 + · · · + F̂iq , where F̂i, F̂i1 , . . . , F̂iq are all the descendants of F̂i
in the exceptional tree. Therefore
βi = γi + γi1 + · · · γiq ,
where ϕ˜∗F̂is = γisL, 1 6 s 6 q. The γis ’s are a priori non negative integers. F̂i has at least one
descendant F̂ij at the end of the exceptional tree. By minimality of τ , ϕ˜ cannot contract F̂ij to
a point, and we have γij > 1. Finally
βi > γij > 0.
We get the relation between l and degϕ simply by computing in two different ways the self-
intersection (ϕ˜∗L)2. We have on the one hand
(ϕ˜∗L)2 = (deg ϕ˜)L2 = (degϕ)(2g − 2),
and on the other hand
(ϕ˜∗L)2 = l2(τ∗L)2 +
∑
16i6p
α2iE
2
i = (2g − 2)l2 − (2g − 2)2
∑
16i6p
β2i ,
which yields the announced formula.
¤
We now get the following arithmetic property on the βi’s by some Riemann-Roch computa-
tions.
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Lemma 2.3.5
∑
16i6p βi is even.
Proof. We first show that ϕ˜∗OeS is a locally free sheaf of rank r := degϕ. Since it is clearly
torsion free, it is enough to show that any section defined on a punctured open set U \ {x0}
extends in a unique way to a section defined over U (see [Bar77], lemma 1). So let U ⊂ S be
an open set, x0 ∈ U , and f ∈ ϕ˜∗OeS(U \ {x0}). f can be seen as a holomorphic function on S˜,
defined over ϕ˜−1(U \ {x0}). If the fiber of ϕ˜ above x0 is a finite set of points, then the result
is clear. Otherwise the fiber contains an irreducible exceptional curve F . f cannot be singular
along F , since this would give by restriction a global section of OeS(mF )|F for some positive m,
which is impossible, since F 2 < 0. So f has only isolated singularities along F , and therefore
extends to a function over ϕ˜−1(U).
Now it is an easy consequence of Grauert’s theorem that Riϕ˜∗OeS = 0 for i > 0. This gives
ϕ˜!OeS = ϕ˜∗OeS , and we thus have
ch(ϕ˜!OeS).td(TS) =
(
r[S] + c1(ϕ˜∗OeS) + c1(ϕ˜∗OeS)
2 − 2c2(ϕ˜∗OeS)
2
)
.([S] + 2)
= r[S] + c1(ϕ˜∗OeS) +
(
c1(ϕ˜∗OeS)2 − 2c2(ϕ˜∗OeS)
2
+ 2r
)
.
On the other hand, we have
ϕ˜∗
(
ch(OeS).td(TeS)) = ϕ˜∗([S˜]− 12(E1 + · · ·+ Ep) + 2
)
= r[S]− 1
2
(
∑
iβi)L+ 2,
so the Grothendieck-Riemann-Roch formula gives
c1(ϕ˜∗OeS) = −12 (
∑
iβi)L.
Since L is indivisible, the lemma follows.
¤
2.3.2 Complexity of an elimination of indeterminacies
To motivate the study of the complexity of the elimination of indeterminacies, we first show
that we have further numerical constraints on ϕ when the elimination of indeterminacies is
not too complicated. The following numerical property is true under the hypothesis that the
exceptional tree has depth smaller than 2.
Proposition 2.3.6 If the differential dϕ˜ does not vanish identically along any curve of S˜, then
the topological degree of ϕ satisfies the inequality
degϕ 6 1 + 1
24
[p+ 4(g − 1)∑iβi] .
The condition on the differential is satisfied as soon as the total depth of the exceptional tree is
non greater than 2.
Proof. We follow an idea of Amerik, Rovinsky and Van de Ven ([ARV99], see [Bea01] as well).
The fiber bundle Ω1S(2) is generated by its global sections, so by lemma 1.1 of [ARV99] a generic
section σ ∈ H0(S,Ω1S(2)) has isolated zeroes. With the assumption made on dϕ˜ this is also true
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for the pull-back section ϕ˜∗σ ∈ H0(S˜,Ω1eS(2ϕ˜∗L)). Counting these zeroes yields the inequality
on Chern classes
c2
(
Ω1eS(2ϕ˜∗L)
)
> (degϕ)c2
(
Ω1S(2)
)
.
The left-hand side of this inequality is
c2(Ω1eS) + 2ϕ˜∗c1(L) · c1(Ω1eS) + 4ϕ˜∗c1(L)2,
and its right-hand side is
degϕ
[
c2(Ω1S) + 2c1(L) · c1(Ω1S) + 4c1(L)2
]
.
Now ϕ˜∗c1(L)2 = (degϕ)c1(L)2, so we get
c2(Ω1eS) + 2ϕ˜∗c1(L) · c1(Ω1eS) > degϕ [c2(Ω1S) + 2c1(L) · c1(Ω1S)] ,
that is
χtop(S˜) + 2ϕ˜∗L ·KeS > degϕ [χtop(S) + 2L ·KS ] ,
where χtop denotes the topological Euler-Poincare´ characteristic, that is the alternated sum of
the Betti numbers. It is 24 for all K3 surfaces. S˜ is obtained from S by successively blowing up
along p points so χtop(S˜) = 24 + p. We also have KS = 0, and
ϕ˜∗L ·KeS = (lτ∗L−∑iαiEi) · (E1 + · · ·+ Ep) =∑iαi.
We eventually get
24 + p+ 2
∑
iαi > 24 degϕ,
which yields the desired inequality with the relations αi = (2g − 2)βi.
Now suppose dϕ˜ vanishes identically along a curve C in S˜. Then C necessarily collapses
under the action of ϕ˜, and it appears with multiplicity at least 2 in its ramification divisor.
Indeed, let f be some local equation for C. If dϕ˜ vanishes with order µ along C, then it writes
dϕ˜ =
(
fµg11 f
µg12
fµg21 f
µg22
)
in some local holomorphic coordinate system, with the gij holomorphic, and
∧2
dϕ˜ vanishes with
order 2µ along C. If the total depth of the exceptional tree is less than 2, the only curves which
appear with multiplicity greater than 2 in the ramification divisor are at the end of the tree,
and cannot be contracted to a point by ϕ˜ by minimality of the elimination of indeterminacies.
So in this case, dϕ˜ does not vanish identically along any curve of S˜.
¤
The first step towards a control of the complexity of the elimination of indeterminacies
is made with the following basic remark. It shows that the depth of the exceptional tree is
controlled by the topological degree.
Proposition 2.3.7 (i) The depth m of the exceptional tree always satisfy
m 6 degϕ− 2.
(ii) If the tree has two connected components of depths m′ and m′′, then
m′ +m′′ 6 degϕ− 2.
In particular, if one has equality in (i), then the tree only has one connected component.
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Proof. (i) Since the ramification divisor of ϕ˜ is
∑
imiF̂i, it is clear that
m = maxmi 6 degϕ− 1.
Now suppose there exists an irreducible exceptional curve F that has depth degϕ − 1 in the
exceptional tree. Then it is at the end of the tree, and therefore is not contracted. F appears in
the ramification divisor with multiplicity degϕ− 1, and thus
ϕ˜−1 (ϕ˜(F )) = (degϕ)F + E,
where E is contracted by ϕ˜. In particular, E is exceptional for τ as F is. It follows that ϕ˜−1 (ϕ˜(F ))
is supported on the exceptional divisor of τ , which implies that it has negative self-intersection.
This contradicts the fact that
ϕ˜−1 (ϕ˜(F ))2 = (degϕ)ϕ˜(F )2 > 0.
(ii) If the tree has two connected components of depths m′ and m′′, then we have two
irreducible exceptional curves F ′ and F ′′ of depths m′ and m′′, that are not contracted, and
that do not meet in S˜. The image curves ϕ˜(F ′) and ϕ˜(F ′′) intersect in S, because their images
have their class proportional to c1(L). Let x be an intersection point. There are at least two
distinct points x′ ∈ F ′ and x′′ ∈ F ′′ in ϕ˜−1(x). Since F ′ and F ′′ appear with multiplicities m′
and m′′ in the ramification divisor of ϕ˜, x′ and x′′ appear with multiplicities m′+1 and m′′+1
in ϕ˜−1(x). This implies
m′ +m′′ + 2 6 deg ϕ˜.
¤
Remark 2.3.8 In fact, (ii) can be extended as follows : if there exist two distinct curves F ′
and F ′′ at the end of the exceptional tree, which have depths m′ and m′′, then
m′ +m′′ + 2 6 deg ϕ˜.
Now the following result gives control on another aspect of the elimination of indeterminacies,
namely the number of blown-up points on S. It says that in case all irreducible exceptional curves
are disjoint, then their number is bounded from above. The hypothesis is equivalent to the fact
that we can eliminate the indeterminacies of ϕ by the single blow up of finitely many distinct
points on S.
Proposition 2.3.9 If the exceptional tree has depth 1, then
p 6 8(degϕ− 1).
Proof. In this case, the ramification divisor of ϕ˜ is E1 + · · · + Ep, where the Ei’s are disjoint
P1’s, and by minimality of the elimination of indeterminacies, ϕ˜ does not contract any of them.
So the differential dϕ˜ is surjective, and we have an exact sequence
0→ ϕ˜∗ΩS → ΩeS →⊕iLi → 0,
where each Li is a line bundle on the exceptional curve Ei. This gives
c2
(
ΩeS) = c2 (ϕ˜∗ΩS) + c1 (ϕ˜∗ΩS) · c1 (⊕iLi) + c2 (⊕iLi)
= (degϕ)c2 (ΩS) +
∑
ic2(Li).
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By restriction, we get on each Ei an exact sequence
0→ Ki → ΩeS |Ei → Li → 0,
where Ki is a line bundle on Ei. We have a map Ki → ΩEi , given by the composition
ΩeS |Ei
²²
Ki //
(deϕ)t <<yyyyy
ΩEi .
Since ϕ˜ is ramified along Ei, the map Ki → Ii/I2i induced by (dϕ˜)t is zero (here Ii ⊂ OeS is the
ideal sheaf of Ei). This shows that the above map Ki → ΩEi is an injection, and thus that
degKi 6 degΩEi = −2
(as line bundles on Ei ∼= P1). On the other hand, deg(ΩeS |Ei) = −1 by the conormal exact
sequence, so one has
deg(Li) = deg(ΩeS |Ei)− deg(Ki) > 1.
We write di for deg(Li) (i.e. Li = OEi(di)). The restriction exact sequence
0→ OeS (−(di + 1)Ei)→ OeS(−diEi)→ OEi(di)→ 0
gives the two relations {
c1(Li)− (di + 1)Ei = −diEi
c2(Li)− (di + 1)Ei · c1(Li) = 0,
and therefore
c2(Li) = −di − 1 6 −2.
So eventually
c2
(
ΩeS) = (degϕ)c2 (ΩS) +∑ic2(Li)
6 24 degϕ− 2p,
and since one knows that c2
(
ΩeS) = 24 + p, one gets the announced inequality.
¤
In case degϕ = 4, propositions 2.3.7 and 2.3.9 work very well. The following proposition
sums up what they learn us in this case.
Example 2.3.10 If degϕ = 4, then either the exceptional tree has depth 1 and there are less
than 24 blown-up points, or it has depth 2 and there is only one blown up point.
Note that example 2.3.10 shows that if degϕ = 4, then the hypotheses of proposition 2.3.6
are always satisfied. To conclude, we compute the first possible couples (degϕ, l) for which there
could actually be a self-rational map ϕ, according to all numerical properties gathered above.
Recall that K3 surfaces of genera 2, 3, 4 and 5 are respectively double covers of P2, quartics in
P3, complete intersections of a cubic and a quadric in P4, and complete intersections of three
quadrics in P5.
Example 2.3.11 For degϕ = 4, the first possible values of l possible are given by
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g 2 3 4 5
l 6, 8, 10, . . . 6, 10, 14, . . . 8, 10, 14, . . . 6, 10, 14, . . .
.
For degϕ = 9, we get
g 2 3 4 5
l 5, 7, 9, . . . 5, 7, 9, . . . 9, 15, 21, . . . 5, 11, 13, 19, . . .
.
Deuxie`me partie
Log-K-correspondances et
pseudo-formes volume
intrinse`ques pour les paires
logarithmiques
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Chapitre 3
Pre´liminaires de ge´ome´trie
complexe et alge´brique
Ce chapitre regroupe deux paragraphes assez distincts.
Le premier traite de ge´ome´trie hyperbolique : on y e´tudie les varie´te´s complexes munies
d’une me´trique a` courbure ne´gative. Le disque unite´, muni de la me´trique de Poincare´ est un
exemple important d’une telle varie´te´. Il conduit naturellement a` s’inte´resser aux me´triques
de Ka¨hler-Einstein. Cette e´tude constitue le fondement essentiel des notions d’hyperbolicite´-
distance et d’hyperbolicite´-volume au sens de Kobayashi, de´finies et e´tudie´es au chapitre 4.
La notion d’hyperbolicite´-volume fournit l’une des motivations principales du travail [Ded08],
pre´sente´ au chapitre 6.
Le second introduit la notion de ge´ome´trie logarithmique. Il s’agit alors d’e´tudier une varie´te´
complexe ouverte U via une compactification projective X, obtenue en ajoutant a` U une hyper-
surface dite de bord (ceci est a` comparer a` la re´alisation de Pn comme Cn plus un hyperplan
de points a` l’infini). Le fibre´ log-canonique KX(D) est un objet particulie`rement inte´ressant
pour une telle e´tude. Ce sont les ide´es pre´sente´es dans ce paragraphe qui nous permettent dans
[Ded08] d’e´tendre les travaux de Claire Voisin sur l’hyperbolicite´-volume pour les varie´te´s de
Calabi-Yau projectives ([Voi04b]) aux varie´te´s quasi-projectives (cf. chapitre 6).
3.1 Ge´ome´trie hyperbolique
3.1.1 The´orie de l’uniformisation
On pre´sente ici le the´ore`me d’uniformisation, et quelques unes de ses applications imme´diates.
Il a e´te´ obtenu initialement par Klein et Poincare´ inde´pendamment, puis mis sous sa forme
de´finitive par Kobe. Dans sa forme classique, il s’e´nonce de la manie`re suivante.
The´ore`me 3.1.1 Soit X une surface de Riemann connexe. Les trois conditions suivantes sont
e´quivalentes.
(i) X est simplement connexe.
(ii) H1(X,C) = 0.
(iii) X est isomorphe a` la sphe`re de Riemann P1(C), au plan complexe C, ou au disque
unite´ D.
Ce re´sultat difficile s’applique de manie`re particulie`rement importante a` la classification des
surfaces de Riemann. Soit X une surface de Riemann connexe. Son reveˆtement universel X˜ est
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une surface de Riemann connexe et simplement connexe. On note Γ := Aut(X˜/X) ∼= pi1(X)
le groupe des automorphismes de ce reveˆtement. Son action (a` gauche) sur X˜ est libre et
proprement discontinue, et X est isomorphe au quotient Γ\X˜. Le the´ore`me d’uniformisation
permet de`s lors d’affirmer que toute surface de Riemann connexe est isomorphe au quotient de
P1, C ou D par l’action libre et proprement discontinue d’un sous-groupe d’automorphismes.
Dans le cas compact, les quotients de P1, C et D correspondent respectivement aux courbes
alge´briques lisses de genre g = 0, g = 1 et g > 2.
Dans le cas ou` le reveˆtement universel est P1 ouC, la situation est assez simple. Tout e´le´ment
de Aut(P1) ∼= PSL(2,C) posse`de un point fixe, donc il n’existe pas de sous-groupe de Aut(P1)
agissant librement et proprement discontinuˆment sur P1, et la seule surface de Riemann dont
le reveˆtement universel est isomorphe a` P1 est P1 lui-meˆme.
Les seuls sous-groupes d’automorphismes de C agissant de fac¸on libre et proprement dis-
continue sont les sous-groupes discrets de C (agissant par translation). On obtient donc les
possibilite´s suivantes pour les surfaces de Riemann reveˆtues par C :
– Γ = {0} et X = C ;
– Γ = Z · γ0, γ0 6= 0 et X ∼= C/Z ∼= C∗ ; habituellement, on repre´sente C∗ comme P1 prive´
des deux points 0 et∞. La ge´ome´trie de cette courbe est tre`s proche de la courbe rationnelle
nodale (de genre ge´ome´trique 0 et de genre arithme´tique 1) obtenue en identifiant 0 et ∞
dans P1 ;
– Γ est un re´seau et X est un tore complexe, i.e. une courbe elliptique lisse.
Le cas ou` le reveˆtement universel est le disque unite´ D est nettement plus riche. Les surfaces
de Riemann dont le reveˆtement universel holomorphe est D sont dites hyperboliques. Un sous-
groupe de Aut(D) ∼= PU(1, 1) agit librement et proprement discontinuˆment si et seulement si il
est discret. Il est donc possible de classifier les surfaces de Riemann hyperboliques en classifiant
tous les sous-groupes discrets de PU(1, 1). C’est l’objet de la the´orie de l’uniformisation. On
renvoie a` [FK92] pour un de´veloppement sur ce sujet.
Il est parfois plus commode de conside´rer que le reveˆtement universel des surfaces de Riemann
hyperboliques est le demi-plan supe´rieur H := {=(z) > 0}. Ceci est autorise´ par le fait que la
transformation de Cayley
ω ∈ D 7→ i1 + ω
1− ω ∈ H. (3.1)
est un biholomorphisme entre D et H. On peut alors s’inte´resser aux sous-groupes discrets de
Aut(H) ∼= PGL(2,R) plutoˆt qu’a` ceux de PU(1, 1).
On conclut ce paragraphe avec le re´sultat suivant, qui permet de calculer la me´trique
de Poincare´ sur une surface de Riemann hyperbolique e´pointe´e au voisinage de chacun des
e´pointages.
The´ore`me 3.1.2 Soit X = Γ\H une surface de Riemann hyperbolique. Les e´pointages de X
sont en correspondance bijective avec les classes de conjugaison dans Γ d’e´le´ments paraboliques
irre´ductibles (les transformations paraboliques sont celles qui posse`dent un seul point fixe dans
C ∪ {∞}, elles sont toutes conjugue´es a` z 7→ z + 1).
Pour chaque e´pointage x0 de X, il existe un voisinage e´pointe´ U de x0 dans X, un disque
U˜ ⊂ H, et un e´le´ment parabolique T ∈ Γ tel que U ∼= 〈T 〉 \U˜ d’une part, et deux points de
U˜ sont e´quivalents sous l’action de Γ si et seulement si ils le sont sous l’action de 〈T 〉 d’autre
part. A isomorphisme de reveˆtement pre`s, on peut toujours supposer que U˜ = {=(z) > b}, et
T = z 7→ z + 1.
3.1. GE´OME´TRIE HYPERBOLIQUE 55
3.1.2 Me´trique de Poincare´
On de´finit ici la me´trique de Poincare´ sur le disque unite´ D. Cela va nous permettre via le
the´ore`me d’uniformisation de munir d’une me´trique a` courbure ne´gative toutes les surfaces de
Riemann a` caracte´ristique d’Euler χ > 0.
De´finition 3.1.3 La me´trique de Poincare´ sur le disque unite´ D est donne´e par la forme de
Ka¨hler
κ =
i
2
dz ∧ dz
(1− |z|2)2 .
Elle co¨ıncide avec la me´trique euclidienne standard en l’origine, et elle est invariante sous
l’action des automorphismes de D. Comme le groupe PU(1, 1) des automorphismes de D agit
transitivement, la me´trique de Poincare´ est de´termine´e en chaque point de D par son expression
en 0.
En utilisant l’isomorphisme de Cayley (3.1) entre le disque unite´ et le demi-plan supe´rieur,
on de´finit la me´trique de Poincare´ du demi-plan supe´rieur H. Elle s’e´crit
i
2
dz ∧ dz
|z − z|2 . (3.2)
Remarque 3.1.4 On peut maintenant expliquer pourquoi on parle de ge´ome´trie hyperbolique,
en donnant une interpre´tation alternative de la me´trique de Poincare´.
Soit q la forme quadratique canonique de signature (2, 1) sur R3. La nappe supe´rieure de
l’hyperbolo¨ıde d’e´quation q(x, y, z) = x2 + y2 − z2 = −1 dans R3 est isomorphe a` un disque de
rayon 2 via la projection ste´re´ographique depuis le point de coordonne´es (0, 0,−1) sur le plan
d’e´quation z = 1. En un point u = (x, y, z), le plan tangent a` l’hyperbolo¨ıde est isomorphe au
plan orthogonal a` u pour la forme quadratique q. Comme q(u) = −1, la restriction de q a` ce
plan est de´finie positive. Ainsi, q de´finit une me´trique sur l’hyperbolo¨ıde.
En transportant cette me´trique sur le disque unite´ a` l’aide de la projection ste´re´ographique
(puis d’une homothe´tie), on obtient la me´trique de Poincare´ (a` un facteur multiplicatif e´gal a` 4
pre`s).
Bien suˆr, la me´trique de Poincare´ κ sur D (ou sur H) induit une me´trique sur toutes les
surfaces de Riemann dont le reveˆtement universel est isomorphe a` D. Ces me´triques sont aussi
appele´es me´triques de Poincare´. On va maintenant calculer explicitement la me´trique de Poincare´
sur le disque e´pointe´, et sur le disque avec une singularite´ orbifolde.
Exemple 3.1.5 On a vu que le disque e´pointe´ D \ {0} est isomorphe au quotient du demi-
plan supe´rieur par le groupe d’automorphismes engendre´ par la transformation z 7→ z + 1. La
projection canonique s’e´crit
pi : Z ∈ H 7→ z = exp(2piiZ) ∈ D \ {0}.
On a donc Z = log(z)/2pii, ce qui donne
dZ =
1
2pii
dz
z
.
La me´trique de Poincare´ sur D \ {0} est induite par la me´trique sur H donne´e par (3.2), et
s’e´crit donc
i
2
dZ ∧ dZ
|Z − Z|2 =
i
2
dz ∧ dz
|z|2 (log |z|2)2 .
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Le the´ore`me 3.1.2, qui e´tablit la correspondance entre les e´pointages d’une surface de Rie-
mann et les classes de conjugaison d’e´le´ments paraboliques dans le groupe des automorphismes
du reveˆtement universel, permet d’affirmer que l’expression pre´ce´dente donne la me´trique de
Poincare´ au voisinage d’un e´pointage sur n’importe quelle surface de Riemann hyperbolique.
Exemple 3.1.6 On obtient de la meˆme manie`re une expression de la me´trique de Poincare´
au voisinage d’une singularite´ orbifolde. On dit qu’une surface de Riemann X posse`de une
singularite´ orbifolde au point x0 s’il existe une compactification X̂ de X, et un voisinage U de
x0 dans X̂, tel que U \{x0} soit un voisinage e´pointe´ de x0 dansX, et tel que U soit isomorphe au
quotient du disque D par une transformation elliptique de type fini, i.e. par une transformation
z 7→ e2pii/νz, ν ∈ Z.
Dans ce cas, l’application de projection pi : Z ∈ D 7→ z = Zν ∈ D donne
dZ =
1
ν
dz
z1−
1
ν
,
et donc la me´trique de Poincare´ sur
〈
z 7→ e2pii/νz〉 \D, induite par la me´trique κ sur D donne´e
par la de´finition 3.1.3 s’e´crit
i
2
dz ∧ dz
ν2(1− |z 1ν |2)2|z1− 1ν |2 .
On conclut ce paragraphe en ve´rifiant que la me´trique de Poincare´ est solution de l’e´quation
de Ka¨hler-Einstein, que nous e´tudierons plus en de´tails au paragraphe suivant. Ceci implique en
particulier que la me´trique de Poincare´ est a` courbure ne´gative, et donc que toutes les surfaces
de Riemann hyperboliques peuvent eˆtre munies d’une me´trique a` courbure ne´gative.
Dans le cas de la dimension 1 que l’on conside`re ici, il s’agit simplement de prouver la relation
−i∂∂ log(κ) = −4κ (3.3)
(on retrouve le facteur 4 de la remarque 3.1.4). Cela re´sulte du calcul suivant :
−i∂∂ log
(
1
(1− zz)2
)
= 2i∂
( −z
1− zz dz
)
= −2i 1
(1− zz)2 dz ∧ dz.
3.1.3 Conjecture de Calabi et me´triques de Ka¨hler-Einstein
On pre´sente dans ce paragraphe deux proble`mes e´troitement lie´s : la recherche de me´triques
de Ka¨hler-Einstein d’une part, et la recherche de me´triques ka¨hleriennes ayant une courbure de
Ricci prescrite a priori d’autre part.
On commence par rappeler quelques de´finitions. Soient X une varie´te´ complexe lisse, et L
un fibre´ en droites holomorphe sur X. On associe a` toute me´trique hermitienne h sur L la forme
diffe´rentielle ferme´e re´elle de type (1, 1)
ωL,h := − i2pi∂∂ log h.
Au facteur 1/2pi pre`s, c’est la courbure de Chern du fibre´ L. La classe de cohomologie de de
Rham [ωL,h] ∈ H2(X,R) ne de´pend pas du choix de la me´trique h, et est e´gale a` la premie`re
classe de Chern c1(L) ∈ H2(X,Z).
Une me´trique g sur X est une me´trique hermitienne sur le fibre´ TX . La courbure de Ricci
de g est la forme
Ric(g) := − i
2pi
∂∂ log (det g) .
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On a donc [Ric(g)] = c1(X).
Ceci e´tant dit, on peut maintenant parler des deux proble`mes qui nous inte´ressent. On suit
le texte [Aub98], chapitre 7.
Question 3.1.7 Soit X une varie´te´ ka¨hlerienne (lisse). Existe-t-il une me´trique g sur X, pour
laquelle il existe un re´el k tel que
Ric(g) = kωg, (3.4)
ou` ωg est la forme de Ka¨hler associe´e a` g ?
On appelle (3.4) l’e´quation de Ka¨hler-Einstein, et une me´trique solution de cette e´quation
est dite de Ka¨hler-Einstein. Comme la courbure de Ricci est une forme ferme´e, une me´trique de
Ka¨hler-Einstein est ne´cessairement ka¨hlerienne. La forme de Ka¨hler associe´e a` une me´trique g est
bien suˆr positive, donc comme [Ric(g)] = c1(X), l’existence d’une me´trique de Ka¨hler-Einstein
n’est possible que si c1(X) est de´finie positive, de´finie ne´gative, ou nulle.
D’autre part, Calabi conjecture ([Cal54], [Cal57]) le re´sultat suivant.
Conjecture 3.1.8 (Calabi) Pour toute forme α repre´sentant la premie`re classe de Chern
c1(X), il existe une me´trique g sur X telle que
Ric(g) = α.
Dans le cas c1(X) 6 0, une solution conjointe a` ces deux proble`mes a e´te´ apporte´e inde´pen-
damment par Aubin ([Aub76], [Aub78]) et Yau ([Yau78]). Elle prend la forme suivante.
The´ore`me 3.1.9 (Aubin, Yau) Soit X une varie´te´ ka¨hlerienne compacte lisse. Si c1(X) < 0,
alors il existe une unique me´trique de Ka¨hler-Einstein a` homothe´tie pre`s.
Si c1(X) = 0, alors il existe une unique me´trique de Ka¨hler-Einstein a` homothe´tie pre`s dans
chaque classe de cohomologie positive de type (1, 1).
Les varie´te´s a` c1(X) < 0 sont de type ge´ne´ral. Dans ce cas, le the´ore`me pre´dit l’existence d’un
repre´sentant de la premie`re classe de Chern, qui est a` un facteur multiplicatif k pre`s la forme
de Ka¨hler d’une me´trique de Ka¨hler-Einstein. La me´trique de Poincare´ e´tudie´e au paragraphe
pre´ce´dent fournit une me´trique de Ka¨hler-Einstein (avec k = −4) sur toute courbe lisse de genre
g > 2.
Pour les varie´te´s a` c1(X) = 0, l’e´quation de Ka¨hler-Einstein s’e´crit simplement Ric(g) = 0.
Le the´ore`me dit alors que chaque classe de cohomologie positive et de type (1, 1) posse`de un
repre´sentant qui est la forme de Ka¨hler d’une me´trique a` courbure nulle. Il s’agit d’un cas
particulier de la conjecture de Calabi, puisque que la forme nulle repre´sente la premie`re classe
de Chern de X.
Les varie´te´s de Calabi-Yau sont les varie´te´s a` fibre´ canonique KX trivial, satisfaisant aux
conditions supple´mentaires Hi(X,OX) = 0 pour tout 0 < i < dimX, qui les distinguent des
varie´te´s abe´liennes et des varie´te´s hyperka¨hleriennes. Elles fournissent un exemple de varie´te´s a`
c1(X) = 0. Leur nom ne devrait maintenant plus sembler myste´rieux.
Le cas des varie´te´s a` c1(X) > 0 est plus complique´. Il existe des varie´te´s pour lesquelles
l’e´quation de Ka¨hler-Einstein posse`de plusieurs solutions (par exemple l’espace projectif), et
d’autres pour lesquelles elle n’en admet aucune (par exemple l’espace projectif e´clate´ en un ou
deux points). On renvoie a` [Aub98] pour le de´tail des re´sultats connus dans ce cas.
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Cas des varie´te´s non compactes
Remarquons pour finir qu’il existe des re´sultats concernant l’e´quation de Ka¨hler-Einstein
sur les varie´te´s ouvertes ([Kob84], [TY87]). Ils sont obtenus en appliquant les me´thodes de la
ge´ome´trie logarithmique, explique´es au paragraphe 3.2 suivant.
The´ore`me 3.1.10 (Kobayashi, Tian-Yau) Soient X une varie´te´ projective complexe lisse,
et D ⊂ X un diviseur effectif globalement a` croisements normaux. Si KX +D est ample, alors
il existe une unique me´trique de Ka¨hler-Einstein comple`te (a` homothe´tie pre`s) a` courbure de
Ricci ne´gative sur la varie´te´ ouverte U := X \D.
La condition d’amplitude de KX +D est ici l’analogue de la condition c1(X) < 0 dans le cas
compact. Elle permet la fabrication d’une forme volume µ sur U , obtenue a` partir d’une forme
volume sur X singulie`re le long de D, et qui s’inspire de la me´trique de Poincare´ sur D \ {0}
i
2
dz ∧ dz
|z|2(log |z|2)2 ,
qui est elle-meˆme solution de l’e´quation de Ka¨hler-Einstein. Cette construction, due a` Carlson et
Griffiths ([CG72a], [Gri76], cf. paragraphe 6.4) est le point de de´part de la preuve du the´ore`me
3.1.10.
3.2 Ge´ome´trie logarithmique
3.2.1 Compactifications des varie´te´s ouvertes
Soit U une varie´te´ quasi-projective, c’est-a`-dire un ouvert dans une varie´te´ projective X.
On note D := X \ U . On l’appelle le bord de U dans X. Le sous-ensemble ferme´ D ⊂ X n’est
a priori pas ne´cessairement un diviseur. Pour utiliser le fibre´ canonique logarithmique, il est
cependant ne´cessaire de supposer que D est un diviseur re´duit et a` croisements normaux dans
X (cf. de´finition 3.2.1 ci-dessous). Dans ce cas, on de´finit le fibre´ canonique de la paire (X,D)
comme e´tant le fibre´ KX(D) des formes diffe´rentielles me´romorphes de degre´ maximal sur X,
posse´dant au plus un poˆle le long de D.
On rappelle les notions de diviseur a` croisements normaux, et de diviseur globalement a`
croisements normaux.
De´finition 3.2.1 Soient X une varie´te´ projective lisse et D ⊂ X un diviseur effectif. On dit
que D est globalement a` croisements normaux si c’est la re´union
⋃
16i6pDi d’un nombre fini
d’hypersurfaces lisses Di ⊂ X qui se rencontrent transversalement.
On dit que D est a` croisements normaux si au voisinage de chaque point de D il existe un
syste`me de coordonne´es holomorphes local (z1, . . . , zn) dans lequel D est donne´ par une e´quation
de la forme
zm11 · · · zmpp = 0.
On note en particulier qu’une hypersurface irre´ductible D ⊂ X qui posse`de deux branches
locales transverses le long d’un diviseur S de D est un diviseur a` croisement normaux qui n’est
pas globalement a` croisements normaux.
En fait, le lemme de de´singularisation (plonge´e) d’Hironaka ([Hir64]) permet de supposer
sans grande restriction que le bord de U dans X est un diviseur a` croisements normaux.
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Lemme 3.2.2 (Hironaka) Soit X une varie´te´ alge´brique complexe projective, et U ⊂ X un
sous-ensemble ouvert propre de X. Alors il existe une se´rie finie d’e´clatements τ : X˜ → X qui
est un isomorphisme au-dessus de U , et telle que le comple´mentaire de τ−1(U) dans X˜ est un
diviseur a` croisements normaux.
La varie´te´ X˜ est elle aussi projective, comme il est de´montre´ dans [BS58] par exemple.
Pre´cisons qu’il est illusoire d’espe´rer obtenir un diviseur exceptionnel re´duit dans X˜, comme
on le constate de´ja` avec l’exemple tre`s simple suivant. Si X est une surface, et D = X \ U
est une courbe avec une singularite´ cuspidale (i.e. donne´e localement par une e´quation du
type y2 = x3), la se´rie minimale d’e´clatements permettant d’obtenir un diviseur a` croisements
normaux au-dessus de X fait apparaˆıtre des courbes exceptionnelles avec multiplicite´s. Ceci
n’est cependant pas du tout geˆnant pour nous, puisque U est le comple´mentaire dans X˜ du
diviseur re´duit associe´ a` τ∗(D).
3.2.2 Complexe de de Rham logarithmique
On va maintenant utiliser le cadre que l’on vient d’introduire pour de´finir et e´tudier le
complexe de de Rham logarithmique. On renvoie a` [Voi02], chapitre 8, pour une pre´sentation
de´taille´e des re´sultats e´voque´s ici.
Soient X une varie´te´ complexe, et D ⊂ X un diviseur re´duit et a` croisements normaux.
De´finition 3.2.3 Pour tout entier k > 0, on note ΩkX(logD) le sous-faisceau du faisceau des
formes diffe´rentielles me´romorphes sur X et holomorphes sur X \ D, de´fini par la condition
suivante : si α est une telle forme diffe´rentielle de´finie sur un ouvert V ⊂ X, α ∈ ΩkX(logD)(V )
si et seulement si α et sa diffe´rentielle dα admettent un poˆle d’ordre au plus 1 le long de chaque
composante de D.
Soit (z1, . . . , zn) un syste`me local de coordonne´es holomorphes surX, dans lequelD est donne´
par l’e´quation z1 · · · zp = 0. Une section α du faisceau ΩkX(logD) sur cet ouvert de coordonne´e
s’e´crit localement α = β/z1 · · · zp, ou` β est une k-forme holomorphe. On a donc
dα =
dβ
z1 · · · zp +
∑
16i6p
β
z1 · · · ẑi · · · zp ∧
−dzi
z2i
,
et comme dα admet un poˆle d’ordre au plus 1 le long de D, on en de´duit que β s’e´crit
ne´cessairement
∑
I,J βI,JdzI ∧ dzJ , I ⊂ {1, . . . , p} et J ⊂ {p + 1, . . . , n}, ou` chaque fonction
βI,J s’annule sur l’hypersurface d’e´quation
∏
i∈{1,...,p}\I zi. Ceci implique que sur cet ouvert V
de coordonne´es, ΩkX(logD) est un faisceau de OV -modules libres, engendre´ par les
dzI
zI
∧ dzJ ,
avec I ⊂ {1, . . . , p}, J ⊂ {p+ 1, . . . , n} et |I|+ |J | = k.
On vient de voir que les ΩkX(logD) sont des faisceaux de OX -modules libres. La diffe´rentielle
∂ munit (Ω•X(logD), ∂) d’une structure de complexe de faisceaux sur X. Ce complexe est appele´
le complexe de de Rham logarithmique.
L’objet qui nous inte´resse est l’ouvert U = X \D. On note j : U ⊂ X. On a naturellement
un morphisme de complexes
Ω•X(logD)→ j∗A•U , (3.5)
ou` A•U est le complexe de de Rham usuel sur U . Le re´sultat suivant est duˆ a` Griffiths ([Gri69])
et Deligne ([Del71]). C’est essentiellement une conse´quence du the´ore`me des re´sidus.
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Proposition 3.2.4 Le morphisme Ω•X(logD)→ j∗A•U est un quasi-isomorphisme.
L’importance de ce re´sultat provient du corollaire suivant, qui explique pourquoi le complexe
de de Rham logarithmique fournit autant d’information sur U .
Corollaire 3.2.5 On a un isomorphisme canonique
Hk(U,C) ∼= Hk(X,Ω•X(logD)).
Dans notre travail sur l’hyperbolicite´ logarithmique, seule la ge´ome´trie du fibre´ Ω1X(logD)
interviendra. En fait, on a un isomorphisme canonique
KX(D) ∼= det
(
Ω1X(logD)
)
,
donne´ par le fait que Ω1X(logD) est engendre´ sur OX par les formes dz1/z1, . . . , dzp/zp, dzp+1,
. . . , dzn (si D ⊂ X est donne´ par l’e´quation z1 · · · zp = 0). Cet isomorphisme ge´ne´ralise l’isomor-
phisme KX = detΩ1X dans le cas compact, et justifie donc le remplacement du fibre´ canonique
par le fibre´ canonique logarithmique.
Chapitre 4
Introduction aux conjectures de
Kobayashi et Lang
L’une des motivations essentielles du travail [Ded08], pre´sente´ dans cette partie de la the`se (cf.
chapitre 6), est de de´montrer pour les varie´te´s de Calabi-Yau quasi-projectives la de´ge´ne´rescence
d’une variante de la pseudo-forme volume de Kobayashi ΨX , e´tendue aux paires logarith-
miques. La pseudo-forme volume ΨX , de´finie par Kobayashi et Eisenman ([Kob76], [Eis70],
cf. de´finition 4.1.17), fournit une forme volume intrinse`que pour les varie´te´s a` premie`re classe de
Chern c1(X) ne´gative (qui posse`dent en particulier une me´trique de Ka¨hler-Einstein), et devrait
ge´ne´riquement s’annuler sinon. Les varie´te´s telles que ΨX soit ge´ne´riquement non de´ge´ne´re´e sont
dites hyperboliques (au sens de la mesure infinite´simale), en accord avec les re´sultats pre´sente´s
au paragraphe 3.1.
L’objectif de ce chapitre est de donner une de´finition pre´cise de cette pseudo-forme volume
ΨX , d’e´tudier ses proprie´te´s connues ou conjecturales, et d’e´tablir les liens qu’elle entretient
avec un certain nombre d’autres notions ge´ome´triques, alge´briques ou arithme´tiques. On verra
e´galement pourquoi il est crucial de de´montrer l’annulation de ΨX dans le cas des varie´te´s de
Calabi-Yau pour de´montrer la conjecture de Kobayashi, qui pre´dit que ΨX est ge´ne´riquement
de´ge´ne´re´e pour les varie´te´s qui ne sont pas de type ge´ne´ral (cf. de´finition 4.0.6 ci-dessous).
En fait, on va pre´senter deux notions d’hyperbolicite´, cousines l’une de l’autre et toutes
les deux issues des travaux de Kobayashi. En premie`re approximation, on peut dire que l’une
caracte´rise le fait qu’il n’existe aucune courbe entie`re (holomorphe) C → X non constante,
et l’autre le fait qu’il n’existe aucune application holomorphe C ×Dn−1 → X ge´ne´riquement
de rang maximal. On s’attachera en particulier a` rendre explicite les points communs et les
diffe´rences de ces deux notions d’hyperbolicite´.
Une observation frappante concernant ces deux notions d’hyperbolicite´ est le fait que ces
notions, bien qu’a priori relevant de l’analyse complexe, entretiennent des liens e´troits avec
certaines proprie´te´s alge´briques. On verra ainsi qu’il existe plusieurs fac¸ons conjecturales de
caracte´riser l’hyperbolicite´ par des me´thodes entie`rement alge´briques. On expliquera e´galement
les liens conjecture´s par Lang ([Lan86]) entre l’hyperbolicite´ et l’existence d’applications ra-
tionnelles depuis des familles de varie´te´s abe´liennes sur la varie´te´ e´tudie´e. Dans une direction
plus arithme´tique, on pre´sentera la notion de densite´ potentielle, conjecturalement tre`s attache´e
a` l’une des deux notions d’hyperbolicite´. Une varie´te´ X de´finie sur un corps de nombres k a des
points rationnels potentiellement dense s’il existe une extension finie de corps k′/k telle que les
points k′-rationnels de X soient denses dans X pour la topologie de Zariski.
Un des points importants de ce chapitre consiste a` de´terminer de quelle manie`re les proprie´te´s
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ge´ome´triques d’une varie´te´ de´terminent ses proprie´te´s d’hyperbolicite´ (et de densite´ potentielle).
Dans le cas des courbes, la situation est claire. Le the´ore`me d’uniformisation 3.1.1 permet de
distinguer trois grandes familles parmi les surfaces de Riemann, qui sont caracte´rise´es dans le cas
compact par le signe du degre´ du fibre´ canonique (cf. paragraphe 3.1.1). L’appartenance d’une
surface de Riemann a` l’une ou l’autre de ces familles lui impose ses proprie´te´s d’hyperbolicite´ et
de densite´ potentielle. En dimension supe´rieure, la situation devient force´ment plus complexe,
puisque le signe du fibre´ canonique n’est en ge´ne´ral pas bien de´fini. Il y a le plus souvent des
directions dans lesquelles il est positif, et d’autres dans lesquelles il est ne´gatif, ou nul.
Il reste toutefois possible de distinguer certains types de ge´ome´trie pure, dont on peut deviner
les liens avec l’hyperbolicite´ et la densite´ potentielle. En particulier, la notion de varie´te´ de type
ge´ne´ral joue un roˆle pre´ponde´rant. Elle est de´finie au moyen de la dimension de Kodaira. Soit
X une varie´te´ alge´brique. Pour tout entier k > 1 tel que le fibre´ pluricanonique KkX posse`de
des sections, il existe une application rationnelle Θk : X 99K P(H0(X,KkX)). La dimension de
Kodaira de X est de´finie comme le maximum κ(X) des dimensions des images des Θk. Elle vaut
−∞ si aucun des fibre´s pluricanoniques ne posse`de de section. On a alors la de´finition suivante.
De´finition 4.0.6 Une varie´te´ alge´brique X est dite de type ge´ne´ral si sa dimension de Kodaira
est maximale, c’est-a`-dire si κ(X) = dimX.
Avant de commencer, signalons qu’une certaine partie des comportements de´crits ici est
conjecturale (le travail pre´sente´ dans cette partie de la the`se consiste d’ailleurs pre´cise´ment a`
e´tudier l’une de ces conjectures).
4.1 Aspect analytique
4.1.1 Hyperbolicite´ au sens de Kobayashi
On commence par pre´senter l’hyperbolicite´ au sens de Kobayashi, qui met en jeu la pseudo-
me´trique de Kobayashi kX . On va voir de quelle manie`re l’annulation de cette pseudo-me´trique
sur une varie´te´ X est lie´e a` l’existence de courbes entie`res sur X.
La notion d’hyperbolicite´ induite par kX (parfois appele´e hyperbolicite´-distance, par oppo-
sition a` l’hyperbolicite´-volume e´tudie´e au paragraphe 4.1.2 suivant) n’est pas celle a` laquelle le
travail [Ded08] est consacre´ (cf. chapitre 6). Son e´tude permet ne´anmoins de de´gager les prin-
cipales notions utiles a` l’e´tude de l’hyperbolicite´ volume, dans un contexte technique un peu
plus simple d’un certain point de vue. Il semble e´galement utile d’introduire cette notion pour
de´gager les particularite´s de la notion d’hyperbolicite´-volume a` laquelle nous nous inte´resserons
principalement par la suite.
De´finition et premie`res proprie´te´s
Soit X une varie´te´ complexe de dimension n. On commence par de´finir la pseudo-me´trique
de Kobayashi (cf. [Kob76], [Kob05]).
De´finition 4.1.1 La pseudo-me´trique infinite´simale de Kobayashi-Royden est de´finie pour tout
x ∈ X et tout ζ ∈ TX,x par la pseudo-norme hermitienne associe´e
kX(ζ) = inf{λ > 0 t.q. ∃f : D→ X avec f(0) = x et λf ′(0) = ζ},
ou` f parcourt l’ensemble des applications holomorphes entre D et X.
On dit que X est hyperbolique au sens de Kobayashi si cette pseudo-me´trique est partout non
de´ge´ne´re´e, autrement dit si c’est une me´trique sur X.
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L’expression de la pseudo-me´trique de Kobayashi-Royden des courbes est instructive quant
a` son comportement ge´ne´ral.
Exemple 4.1.2 Si X = C ou X = P1, alors kX est identiquement nulle. Ceci est duˆ au fait
que chaque point de X posse`de un voisinage isomorphe a` un disque de rayon arbitrairement
grand.
Il suffit de montrer ce re´sultat pour 0 ∈ C. On dispose pour tout R > 0 de l’application
holomorphe
fR : x ∈ D 7→ R · x ∈ C.
On a alors f ′R(0) = R · f ′1(0), et on voit en faisant tendre R vers ∞ que kC(f ′1(0)) = 0, ce qui
implique l’annulation de kC en 0 comme on voulait.
Exemple 4.1.3 Si X = D, alors kX est e´gale a` la norme hermitienne associe´e a` la me´trique
de Poincare´ (cf. de´finition 3.1.3). C’est une conse´quence d’un re´sultat classique de Schwarz, qui
dit que pour toute application holomorphe f : D→ D telle que f(0) = 0, on a |f(z)| 6 |z| pour
tout z ∈ D.
Soit z0 ∈ D, et conside´rons une application holomorphe f : D→ D telle que f(0) = z0. Par
transitivite´ du groupe des automorphismes de D, il existe une homographie h ∈ Aut(D) telle
que h ◦ f(0) = 0. D’apre`s le lemme de Schwarz, on a alors |h ◦ f(z)| 6 |z| pour tout z ∈ D, ce
qui implique |(h ◦ f)′(0)| 6 1, et donc |f ′(0)| 6 1/|h′(z0)|.
La me´trique de Poincare´ est conserve´e par les biholomorphismes du disque, donc
|h′(z0)|2dz ∧ dz = dz ∧ dz
(1− |z0|2)2
,
dont on de´duit |f ′(0)| 6 1−|z0|2. Cette ine´galite´ e´tant valable pour toute application holomorphe
f : D→ D envoyant 0 sur z0, on a donc
kX,z0 >
1
1− |z0|2 . (4.1)
De plus, en choisissant une application f qui est une homographie, on a l’e´galite´ |f ′(0)| = 1−|z0|2,
ce qui prouve que l’ine´galite´ (4.1) est en fait une e´galite´.
Notons au passage l’utilisation du lemme de Schwarz. On verra plus loin dans ce paragraphe
une ge´ne´ralisation de ce re´sultat, due a` Ahlfors, qui est un outil tre`s important pour l’e´tude des
questions d’hyperbolicite´.
La proprie´te´ suivante de la pseudo-me´trique de Kobayashi est imme´diate d’apre`s la de´finition,
et constitue l’une de ses caracte´ristiques essentielles.
Proposition 4.1.4 Soit φ : X → Y une application holomorphe. On a
φ∗kY 6 kX .
Courbes entie`res et hyperbolicite´
On a de´ja` constate´, lorsqu’on a calcule´ la pseudo-me´trique de Kobayashi pour C et P1,
que l’existence de disques concentriques arbitrairement grands au voisinage d’un point entraˆıne
l’annulation de dX dans la direction de ces disques au point conside´re´.
On va maintenant formaliser cet argument, au moyen du processus de reparame´trisation
de Brody. Une conse´quence de ceci sera la caracte´risation, au moins dans le cas compact, de
l’hyperbolicite´ par la non existence de courbe entie`re.
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Soient X une varie´te´ complexe lisse, munie d’une me´trique hermitienne ω, et f : D → X
une application holomorphe. Pour tout R > 0, on note DR ⊂ C le disque de rayon R, centre´ en
0.
Lemme 4.1.5 (Brody) Pour tout ε > 0, il existe un rayon R > (1− ε)‖f ′(0)‖ω et une homo-
graphie ψ : DR ∼= (1− ε)D, tels que pour tout t ∈ DR on ait
‖(f ◦ ψ)′(t)‖ω 6
1
1− |t|2R2
,
avec e´galite´ quand t = 0.
Preuve. Le principe est le suivant. On commence par restreindre f a` D1−ε pour s’affranchir
du comportement au bord qu’on ne controˆle pas. On peut alors trouver un maximum a` la
diffe´rentielle de f . On place ce maximum au centre du disque par l’action d’une homographie,
et on obtient alors le re´sultat par conservation de la me´trique de Poincare´ par les homographies.
On conside`re l’application fε : t ∈ D 7→ f ((1− ε) · t) ∈ X. Sa diffe´rentielle est l’application
ζ ∈ TD,t 7−→ (1− ε)f ′ ((1− ε) · t)) · ζ ∈ TX,f((1−ε)·t).
On munit D de la me´trique de Poincare´, et X de la me´trique ω. La norme de dfε au point t,
relativement a` ces me´triques est
(1− ε)(1− |t|2)‖f ′ ((1− ε) · t) ‖ω.
On choisit un point t0 ∈ D ou` cette norme est maximale. Ceci est possible, puisque f est de´finie
sur le compact Dε ⊂ D.
On choisit alors R > 0 et ψ : DR ∼= D1−ε pour avoir a` la fois ψ(0) = (1 − ε) · t0 et
‖(f ◦ ψ)′(0)‖ω = 1. Comme l’homographie
ψ˜ : t ∈ D 7−→ 1
1− εψ(Rt) ∈ D
pre´serve la me´trique de Poincare´, on a pour tout t ∈ D
R
1− ε |ψ
′(Rt)| 1
1− |ψ(Rt)|
2
(1− ε)2
=
1
1− |t|2 . (4.2)
On a bien suˆr ‖(f ◦ ψ)′(0)‖ω = |ψ′(0)| ‖f ′ ((1− ε) · t0)‖ω, et on a choisi R et ψ pour avoir
‖(f ◦ ψ)′(0)‖ω = 1. Tenant compte de ceci, et du fait que ψ(0) = (1−ε) · t0, l’e´galite´ (4.2) s’e´crit
R =
1
|ψ′(0)| (1− ε)(1− |t0|
2) = (1− ε)(1− |t0|2) ‖f ′ ((1− ε)t0)‖ω
en t = 0. On en de´duit d’ores et de´ja` l’ine´galite´ R > (1− ε)‖f ′(0)‖ω, puisque la diffe´rentielle dfε
est de norme maximale en t0. Ceci nous donne aussi pour tout t l’ine´galite´(
1−
∣∣∣∣ ψ(t)1− ε
∣∣∣∣2
)
‖f ′ (ψ(t)) ‖ω 6 (1− |t0|2)‖f ′ ((1− ε) · t0) ‖ω = R1− ε ,
qui donne finalement
‖(f ◦ ψ)′(t)‖ω 6 |ψ′(t)| R/(1− ε)
1−
∣∣∣ψ(t)1−ε ∣∣∣2 =
1
1− |t|2R2
,
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ou` la dernie`re e´galite´ est donne´e par (4.2).
¤
Le lemme de reparame´trisation de Brody permet de construire, a` partir d’une application
holomorphe f : D→ X, une application holomorphe DR → X avec R d’autant plus grand que
la de´rive´e de f en 0 est grande.
Dans le cas ou` X est compacte, on dispose du the´ore`me d’Ascoli, qui permet d’utiliser le
lemme de reparame´trisation de la manie`re suivante. Soit (fν) une suite d’applications holomor-
phes D → X telle que limν→∞ ‖f ′ν(0)‖ω = ∞. Alors quitte a` extraire une sous-suite, il existe
une suite de transformations homographiques ψν : DRν ∼= D1−1/ν telle que limν→∞Rν = ∞
et (fν ◦ ψν) converge uniforme´ment sur tout compact de C vers une fonction holomorphe non
constante g : C→ X satisfaisant a` ‖g′(0)‖ω = 1 et sup ‖g′(t)‖ω 6 1. On obtient ainsi le crite`re
d’hyperbolicite´ de Brody.
Corollaire 4.1.6 Soit X une varie´te´ complexe compacte. La varie´te´ X est hyperbolique si et
seulement s’il n’existe pas de courbe entie`re sur X, c’est-a`-dire pas d’application holomorphe
non constante g : C→ X.
Cette nouvelle version de l’hyperbolicite´ pour les varie´te´s compactes permet en particulier
de prouver que l’hyperbolicite´ est une proprie´te´ ouverte.
Proposition 4.1.7 Soit X → B une famille de varie´te´s complexes compactes. L’ensemble des
t ∈ B tels que la fibre Xt soit hyperbolique est ouvert dans B pour la topologie usuelle.
Preuve. On munit X d’une me´trique hermitienne ω. Soit (Xν , tν) une suite de fibres non
hyperboliques, avec limν→∞ tν = t∞. D’apre`s le crite`re d’hyperbolicite´ de Brody, il existe pour
chaque ν une application holomorphe non constante fν : C → Xν , telle que ‖f ′ν(0)‖ω = 1 et
‖f ′ν‖ 6 1. On peut donc appliquer le the´ore`me d’Ascoli. Il existe ainsi une sous-suite de (fν)
qui converge uniforme´ment vers une limite f∞ : C→ X∞, avec ‖f ′∞‖ω = 1. Ceci prouve que la
fibre limite X∞ n’est pas hyperbolique.
¤
Hyperbolicite´ et courbure
On a de´ja` remarque´ pour les courbes que la proprie´te´ d’hyperbolicite´ est lie´e aux proprie´te´s
de courbure du fibre´ tangent. On pre´sente ici le lemme d’Ahlfors-Schwarz, qui permet dans
une certaine mesure d’expliciter cette relation. Comme le lemme de Schwarz dont il est issu, ce
re´sultat est un avatar du principe du maximum.
Avant de commencer, il est ne´cessaire de rappeler deux proprie´te´s essentielles de la me´trique
de Poincare´ κ sur le disque unite´ D, qu’on a obtenues au paragraphe 3.1.2. Premie`rement, il
s’agit d’une me´trique a` courbure de Ricci ne´gative, autrement dit −i∂∂ log(κ) est une forme de
type (1, 1) de´finie ne´gative. Deuxie`mement, elle est solution de l’e´quation de Ka¨hler-Einstein
−i∂∂ log(κ) = −4κ.
Proposition 4.1.8 (Ahlfors-Schwarz) Soit ω la forme de Ka¨hler d’une pseudo-me´trique sur
le disque unite´ D. On suppose qu’elle satisfait aux deux conditions suivantes :
(a) i∂∂ log(ω) > 0 ;
(b) i∂∂ log(ω) > 4ω.
Alors on a l’ine´galite´ entre formes de type (1, 1)
ω 6 κ. (4.3)
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Ce re´sultat est valable non seulement pour les pseudo-me´triques C∞, mais aussi pour celles
qu’on peut e´crire ω = |h|1/rω˜, ou` h est une fonction holomorphe, r un entier positif, et ω˜ une
forme de type (1, 1) positive et C∞. Dans ce cas, la courbure de Ricci de ω est simplement de´finie
comme i∂∂ log(ω˜). On a besoin de cette petite ame´lioration technique pour les applications de
ce re´sultat a` l’hyperbolicite´.
Preuve de la proposition 4.1.8. On commence par se restreindre a` D1−ε de la manie`re
suivante. On a une homothe´tie hε : D ∼= D1−ε, et on de´finit ωε := h∗ε(ω|D1−ε). Il suffit de
prouver l’ine´galite´ (4.3) pour ωε, puisque ωε converge uniforme´ment vers ω sur tout compact de
D quand ε tend vers 0.
On e´tudie alors le rapport ωε/κ. Il de´finit une fonction f continue sur D, qui s’annule sur
le bord de D (car ωε est borne´e sur D, graˆce a` la restriction qu’on a ope´re´e), et le long du lieu
singulier de ωε. On en de´duit que f posse`de un maximum, et on appelle x ∈ D un point ou`
ce maximum est atteint. Supposons par l’absurde avoir f(x) > 1. En x, on a alors l’ine´galite´
ωε > κ, ce qui compte tenu des hypothe`ses donne
i∂∂ log(ωε)− i∂∂ log(κ) > 0.
Autrement dit, le laplacien i∂∂ log(f) est de´fini positif, ce qui implique d’apre`s le principe du
maximum pour les fonctions pluri-subharmoniques que f ne peut pas posse´der de maximum en
x.
¤
La premie`re application de ce re´sultat a` l’hyperbolicite´ est le the´ore`me suivant. On rappelle
qu’un fibre´ vectoriel E sur une varie´te´ complexe X est dit ample si le fibre´ en droites OP(E∗)(1)
est ample sur P(E∗).
The´ore`me 4.1.9 Soit X une varie´te´ complexe compacte lisse. Si le fibre´ ΩX est ample, alors
X est hyperbolique au sens de Kobayashi.
Preuve. Comme ΩX est ample, il existe une me´trique hermitienne h a` courbure ne´gative sur
le fibre´ en droites OP(TX)(−1). La me´trique h ve´rifie donc i∂∂ log h > 0.
Soit f : D → X une application holomorphe non constante, et f˜ : D → P(TX) son
rele`vement tangent. La me´trique h fournit une me´trique sur f˜∗OP(TX)(−1), et donc (via l’ap-
plication naturelle TD → f˜∗OP(TX)(−1)) une pseudo-me´trique f˜∗h sur TD, posse´dant e´ventu-
ellement des singularite´s du type de´crit plus haut.
Comme X est compacte, on peut supposer (quitte a` multiplier h par une constante) avoir
pour tout f : D→ X non constante l’ine´galite´ de formes de type (1, 1)
f˜∗i∂∂ log h > 4f˜∗h.
On peut alors appliquer le lemme d’Ahlfors-Schwarz. On obtient l’ine´galite´ f˜∗h 6 κ, qui donne
exactement la borne infe´rieure
kX > | · |h
pour la pseudo-me´trique de Kobayashi. En particulier, kX est partout strictement positive.
¤
Le re´sultat pre´ce´dent n’est pas suffisant pour de´crire les liens entre la courbure de X (i.e.
le signe de c1(X)) et ses proprie´te´s d’hyperbolicite´. En effet, les hypothe`ses du the´ore`me 4.1.9
sont tre`s fortes, et ne sont le plus souvent pas ve´rifie´es par les varie´te´s dont l’hyperbolicite´ est
pre´dite par les conjectures que nous allons maintenant pre´senter (et prouve´e pour un certain
nombre d’entre elles).
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Les varie´te´s de Fano sont les varie´te´s X projectives lisses telles que le fibre´ en droites an-
ticanonique −KX est ample. Cette dernie`re condition est e´quivalente a` c1(X) > 0. Il a e´te´
de´montre´ par Campana ([Cam92]), et Kolla´r, Miyaoka et Mori ([KMM92a]) que les varie´te´s de
Fano sont rationnellement connexes (voir aussi l’expose´ [Deb97]). Cela signifie que pour tous
points ge´ne´riques x et y de X, il existe une courbe rationnelle reliant x a` y. Ce re´sultat im-
plique que pour toute varie´te´ de Fano X, la pseudo-me´trique infinite´simale de Kobayashi est
ge´ne´riquement nulle (voir aussi paragraphe 4.4).
Pour les varie´te´s a` c1(X) = 0, Kobayashi ([Kob76]) conjecture le re´sultat suivant.
Conjecture 4.1.10 Soit X une varie´te´ projective a` fibre´ canonique KX trivial. Alors dX = 0.
Cette conjecture est bien e´videmment ve´rifie´e dans le cas des varie´te´s abe´liennes, puisque
en tant que tore complexe, une telle varie´te´ X est toujours uniformise´e par un espace affine
(autrement dit, il existe un morphisme surjectif Cn → X, n = dimX).
En dimension 2, la conjecture est e´galement ve´rifie´e pour les surfaces K3 alge´briques, car sur
ces surfaces, deux points sont toujours relie´s par une chaˆıne de courbes elliptiques. Ce dernier
fait est une conse´quence de la re´gularite´ des varie´te´s de Severi d’une surface K3, associe´e a`
l’existence de courbes rationnelles nodales (cf. partie I, the´ore`me 1.3.8).
Il existe e´galement des exemples de varie´te´s X qui ne sont pas hyperka¨hleriennes, et pour
lesquelles la conjecture est ve´rifie´e. Il s’agit des varie´te´s X que l’on peut re´aliser comme un
reveˆtement double r : X → Pn ramifie´ au-dessus d’une hypersurface lisse de degre´ 2n + 2.
Ces varie´te´s sont elles aussi balaye´es par des courbes elliptiques, que l’on obtient comme image
inverse des droites l ⊂ Pn qui rencontrent le lieu de branchement Σ le long d’un 0-cycle de la
forme x+ y + z + t+ 2 ·∑16i6n−1 xi. Cet exemple est duˆ a` Claire Voisin ([Voi03]).
En ce qui concerne les varie´te´s de type ge´ne´ral, Kobayashi a conjecture´ le re´sultat suivant.
Conjecture 4.1.11 Soit X ⊂ Pn une hypersurface ge´ne´rale de degre´ d > 2n+ 1. Alors X est
hyperbolique au sens de Kobayashi.
Green et Griffiths ([GG80]) conjecturent un re´sultat plus fin.
Conjecture 4.1.12 Soit X une varie´te´ projective de type ge´ne´ral. Alors la re´union des courbes
entie`res dans X n’est pas Zariski dense.
La conjecture pre´ce´dente est motive´e par une nouvelle manie`re d’employer le lemme d’Ahl-
fors-Schwarz, apparue dans [GG80], qui permet de de´montrer dans certains cas les deux conjec-
tures 4.1.11 et 4.1.12.
Nous allons maintenant expliquer tre`s brie`vement ces ide´es. On renvoie a` [Dem97] pour une
pre´sentation de´taille´e. Soit X une varie´te´ complexe lisse. On conside`re pour tout entier k > 0
l’espace de jets Jk(X), constitue´ des germes d’ordre k d’applications holomorphes D → X
en 0, c’est-a`-dire des morphismes Spec
(
C[t]/(tk+1)
) → X. On obtient une compactification
Pk(X) naturelle de Jk(X) en quotientant l’espace des sections non nulles de Jk(X) par l’action
par changement d’e´chelle de C∗ (pour tout λ 6= 0, l’action de λ sur un k-jet est induite par
t 7→ λ · t). On associe canoniquement a` toute application holomorphe non constante f : D→ X
un rele`vement fk : D→ Pk(X), qui a` tout point t associe le k-jet de f en t.
L’ide´e de Green et Griffiths est d’appliquer le lemme d’Ahlfors-Schwarz a` des me´triques de
k-jets plutoˆt qu’a` des me´triques hermitiennes sur X comme dans la preuve du the´ore`me 4.1.9.
Une pseudo-me´trique de k-jets est par de´finition une pseudo-norme hermitienne sur le fibre´
en droites tautologique OPk(X)(−1). Une fac¸on d’obtenir de telles pseudo-me´triques de k-jets
consiste a` exploiter l’existence de diffe´rentielles de k-jets. Une diffe´rentielle de k-jets de degre´ m
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est une section du fibre´ OPk(X)(m), ou` Pk(X) est re´alise´ comme un fibre´ en espaces projectifs
ponde´re´s sur X. Ceci permet d’obtenir le re´sultat suivant.
The´ore`me 4.1.13 (Green-Griffiths, [GG80]) Soit L un fibre´ en droites ample sur X. On
suppose qu’il existe une section non nulle
σ ∈ H0(Pk(X),OPk(X)(m)⊗ pi∗kL−1),
ou` pik : Pk(X) → X est la projection naturelle. Alors pour toute application holomorphe non
constante f : C → X, σ s’annule le long de l’image fk(C) ⊂ Pk(X) du rele`vement canonique
de f .
Ce re´sultat tout a` fait e´tonnant peut s’exprimer de la manie`re suivante. S’il existe une
e´quation diffe´rentielle d’ordre k et de degre´ m, a` valeurs dans un fibre´ L ample sur X, alors
toute courbe entie`re est une solution de cette e´quation diffe´rentielle. Ces techniques sont pre´cise´es
par Demailly dans [Dem97]. Il conside`re un espace de k-jets Xk qui est une compactification
de l’espace des k-jets lisses et invariant par reparame´trisation, alors que Green et Griffiths
conside`rent seulement ceux qui sont invariants par changement d’e´chelle. Ceci permet d’obtenir
le re´sultat suivant, en exhibant des diffe´rentielles de jets a` valeurs dans un fibre´ ample, obtenues
graˆce a` des estimations de dimension fournies par le the´ore`me de Riemann-Roch.
The´ore`me 4.1.14 (Demailly-El Goul, [DEG00]) Soit S une surface de degre´ d tre`s ge´ne´-
rique dans P3. Si d > 21, alors S est hyperbolique au sens de Kobayashi.
Siu a ensuite obtenu une me´thode de preuve pour le the´ore`me suivant.
The´ore`me 4.1.15 (Siu, [Siu04]) Pour tout entier n > 0, il existe une constante δn telle que
toute hypersurface ge´ne´rique X ⊂ Pn de degre´ d > δn soit hyperbolique au sens de Kobayashi.
Son approche se base sur l’article [Voi96a], dans lequel Claire Voisin donne un nouveau point
de vue sur des re´sultats de Clemens ([Cle86]) et Ein ([Ein88]), qui lui permet de raffiner leurs
re´sultats. On introduit pour tout d > 0 la famille universelle φ : X → Ud des hypersurfaces
lisses de degre´ d dans Pn. Il lui correspond une famille universelle d’espaces de (n − 1)-jets
φn−1 : Pn−1(X ) → Ud. On appelle toujours pi : Pn−1(X ) → X la projection naturelle. La
de´monstration de Siu se fonde alors sur l’existence de constantes cn et c′n, ne de´pendant pas de
d, telles que le fibre´ (
TPn−1(X ) ⊗OPn−1(X )(cn)⊗OX (c′n)
)
|Pn−1(X)
est engendre´ par ses sections globales.
Le programme de Siu a e´te´ mene´ avec succe`s par Pa˘un dans le cas n = 2 ([Pa˘u08]), puis par
Rousseau pour n = 3 ([Rou07]). Re´cemment, Merker ([Mer08]) a obtenu ces constantes pour n
quelconque. Il obtient cn = n
2+5n
2 (pour n = 2 ou 3, son re´sultat co¨ıncide avec les pre´ce´dents).
Ce programme a permis a` Rousseau de prouver le re´sultat explicite suivant.
The´ore`me 4.1.16 (Rousseau, [Rou07]) Soit X une hypersurface de degre´ d ge´ne´rique de
P4. Si d > 593, alors toute courbe entie`re f : C→ X est contenue dans une sous-varie´te´ propre
Z ⊂ X.
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4.1.2 Hyperbolicite´ au sens de la mesure
On pre´sente maintenant une ge´ne´ralisation due a` Eisenman ([Eis70]) de la notion d’hyper-
bolicite´ e´tudie´e au paragraphe pre´ce´dent. On y perd la caracte´risation de Brody en termes de
courbes entie`res, mais on y gagne une relation plus claire avec la courbure : c’est le the´ore`me
de Griffiths-Kobayashi-Ochiai 4.1.24, cf. [Gri71] et [KO75].
La notion d’hyperbolicite´ pre´sente´e ici, dite hyperbolicite´-volume, est induite par la pseudo-
forme volume ΨX , dont l’e´tude constitue une motivation essentielle du travail [Ded08], pre´sente´
au chapitre 6 de cette the`se.
De´finition et proprie´te´s e´le´mentaires
Soit X une varie´te´ complexe lisse de dimension n.
De´finition 4.1.17 La pseudo-forme volume de Kobayashi-Eisenman ΨX est de´finie par sa
pseudo-norme hermitienne associe´e sur
∧n
TX
‖ξ‖ΨX,x = inf {λ > 0 t.q. ∃φ : Dn → X avec φ(0) = x et λ · Jφ(∂/∂t1 ∧ · · · ∧ ∂/∂tn) = ξ}
pour tous x ∈ X et ξ ∈ ∧n TX,x, φ de´signant une application holomorphe depuis le polydisque
Dn ⊂ Cn.
On dit que X est hyperbolique au sens de la mesure infinite´simale si la pseudo-forme volume
ΨX est partout non de´ge´ne´re´e.
Remarque 4.1.18 La pseudo-forme volume de Kobayashi-Eisenman est intimement lie´e a` la
forme volume de Poincare´
κn :=
in
2n
∧
16j6n
dzj ∧ dzj
(1− |zj |2)2
sur le polydisque Dn, induite par la me´trique de Poincare´ sur D (cf. de´finition 3.1.3). En effet, le
groupe d’automorphismes Aut(Dn) agit transitivement, et pre´serve la forme volume de Poincare´.
Comme celle-ci co¨ıncide avec la forme volume euclidienne standard en 0, on peut calculer ΨX a`
l’aide de l’expression
ΨX,x = inf
{
(φ−1b )
∗κn, φ : Dn → X t.q. φ(b) = x et φ non ramifie´e en b
}
, (4.4)
ou` φ est une application holomorphe Dn → X, et φ−1b son inverse de´fini localement au voisinage
de b, dont l’existence est assure´e par l’hypothe`se de non ramification en b.
La pseudo-forme volume de Kobayashi satisfait comme kX a` une proprie´te´ de de´croissance
des volumes imme´diate, mais ne´anmoins fondamentale.
Proposition 4.1.19 Soit φ : X → Y une application holomorphe. Alors on a l’ine´galite´ de
formes volumes sur X
φ∗ΨY 6 ΨX .
Il est inte´ressant de noter que la pseudo-forme volume de Kobayashi se comporte bien vis-a`-
vis des produits.
Proposition 4.1.20 Soient X et Y deux varie´te´s complexes lisses. Il existe une constante C >
0, ne de´pendant que des dimensions n et m de X et Y respectivement, telle que
Cpr∗1ΨX ⊗ pr∗2ΨY 6 ΨX×Y 6 pr∗1ΨX ⊗ pr∗2ΨY .
70 CHAPITRE 4. INTRODUCTION AUX CONJECTURES DE KOBAYASHI ET LANG
Preuve. L’ine´galite´ de droite est e´le´mentaire, puisque tout couple d’applications holomorphes
φ1 : Dn → X et φ2 : Dn → Y fournit une application holomorphe (φ1, φ2) : Dn+m → X × Y ,
dont le de´terminant jacobien est le produit tensoriel des de´terminants jacobiens respectifs de φ1
et φ2.
Pour obtenir l’ine´galite´ de gauche, conside´rons une application holomorphe φ : Dn+m → X×
Y . Pour toute partition {1, . . . , n+m} = IunionsqJ en deux parties a` n etm e´le´ments respectivement,
on obtient des applications holomorphes φI : Dn → X et φJ : Dm → Y en se restreignant a`
{0} × · · · ×D × . . . (ou` les facteurs non nuls correspondent aux indices contenus dans I pour
φI , et a` ceux contenus dans J pour φJ ), puis en projetant sur X ou Y .
D’apre`s les proprie´te´s e´le´mentaires du de´terminant, il existe une famille de signes εI,J ∈ {±1}
indice´e par toutes les partitions de {1, . . . , n +m} en deux parties a` n et m e´le´ments, et telle
que
detJφ =
∑
I,JεI,J detJφI · det JφJ .
Ceci fournit l’ine´galite´
|det Jφ| 6
∑
I,J |det JφI | · |det JφJ | 6
(
n
p
)
· supI,J (|det JφI | · |det JφJ |) ,
qui prouve l’ine´galite´ de gauche pour C = 1/
(
n
p
)
.
¤
Dans [Yau75], Yau introduit une variante de la pseudo-forme volume ΨX , qui pre´sente l’a-
vantage d’eˆtre un invariant birationnel.
De´finition 4.1.21 La pseudo-forme volume Ψ˜X est de´finie par sa pseudo-norme hermitienne
associe´e sur
∧n
TX
‖ξ‖eΨX,x = inf {λ > 0 t.q. ∃φ : Dn → X avec φ(0) = x et λ · Jφ(∂/∂t1 ∧ · · · ∧ ∂/∂tn) = ξ}
pour tous x ∈ X et ξ ∈ ∧n TX,x, ou` φ est cette fois une application me´romorphe Dn 99K X
de´finie au voisinage de 0.
Les liens entre Ψ˜X et ΨX ne sont pas tre`s clairs, mis a` part l’ine´galite´ e´vidente Ψ˜X 6 ΨX .
Liens avec la courbure
Il existe une version en dimension quelconque du lemme d’Ahlfors-Schwarz, qui permet de
pre´ciser les liens entre l’hyperbolicite´ au sens de la mesure infinite´simale et la courbure d’une
varie´te´.
On note
ωn :=
i
2
∑
16j6n
dzj ∧ dzj
(1− |zj |2)2
la forme de Ka¨hler de la me´trique de Poincare´ sur le polydisque Dn. Elle permet de retrouver la
forme volume de Poincare´ par la formule κn = ωnn/n!. Les calculs permettant d’e´tablir l’e´quation
de Ka¨hler-Einstein (3.3) satisfaite par la me´trique de Poincare´ sur D fournissent l’identite´
−i∂∂ log(κn) = −4ωn,
et donc l’e´quation (
i∂∂ log(κn)
)n
= 4nn!κn.
Le lemme d’Ahlfors-Schwarz en dimension quelconque s’e´nonce alors de la manie`re suivante.
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Proposition 4.1.22 (Ahlfors-Schwarz) Soit µ une pseudo-forme volume sur le polydisque
Dn. On suppose qu’elle satisfait aux deux conditions suivantes :
(a) i∂∂ log(µ) > 0 ;
(b)
(
i∂∂ log(µ)
)n > 4nn!µ.
Alors on a l’ine´galite´ de formes volumes sur Dn
µ 6 κn.
Comme pour le lemme d’Ahlfors-Schwarz standard 4.1.8, on autorise certaines singularite´s
sur la pseudo-forme volume µ. Le re´sultat est valable pour toutes les formes µ que l’on peut e´crire
µ = |h|1/rµ˜, ou` µ˜ est une pseudo-forme volume C∞ surDn, et h est une fonction holomorphe. La
preuve du re´sultat ci-dessus est tre`s semblable a` celle de la proposition 4.1.8, et sera ge´ne´ralise´e
au paragraphe 6.4.1.
Ce re´sultat permet tout d’abord de prouver que la pseudo-forme volume de Kobayashi
co¨ıncide avec la forme volume de Poincare´ sur les quotients du polydisque Dn par un groupe
agissant librement et proprement discontinuˆment.
The´ore`me 4.1.23 (Kobayashi) La pseudo-forme volume de Kobayashi ΨDn est e´gale a` la
forme volume de Poincare´ κn.
Preuve. En conside´rant l’identite´ Dn → Dn, et en utilisant la formule (4.4), on obtient
l’ine´galite´ ΨDn 6 κn. D’autre part, pour toute application holomorphe φ : Dn → Dn, la
pseudo-forme volume φ∗κn satisfait aux hypothe`ses du lemme d’Ahlfors-Schwarz, donc on a
φ∗κn 6 κn.
Toujours d’apre`s la formule (4.4), ceci fournit l’ine´galite´ κn 6 ΨDn .
¤
Une des applications centrales du lemme d’Ahlfors-Schwarz aux questions d’hyperbolicite´
au sens de la mesure est le re´sultat suivant, duˆ a` Griffiths ([Gri71]), et a` Kobayashi et Ochiai
([KO75]), qui fournit en un certain sens l’hyperbolicite´ au sens de la mesure des varie´te´s de type
ge´ne´ral.
The´ore`me 4.1.24 (Griffiths, Kobayashi-Ochiai) Soit X une varie´te´ projective de type ge´-
ne´ral. Alors la pseudo-forme volume de Kobayashi ΨX est ge´ne´riquement non de´ge´ne´re´e.
Preuve. Comme le fibre´ canoniqueKX est gros (ou big, ce qui signifie que la dimension d’Iitaka-
Kodaira κ(X,KX) est maximale, e´gale a` dimX), il existe un fibre´ en droites ample L sur X, et
une inclusion de fibre´s inversibles L ⊂ K⊗αX pour un entier α suffisamment grand et suffisamment
divisible. Cette inclusion fournit une section non nulle du fibre´ K⊗αX ⊗ L−1. On note Z ⊂ X le
diviseur de ses ze´ros.
Comme L est ample, on peut le munir d’une me´trique hermitienne h, telle que la forme de
Chern associe´e
ωL,h = − i2pi∂∂ log h
soit de´finie positive. On re´alise alors h−1/α comme une pseudo-forme volume µ sur X, avec
des singularite´s admissibles pour le lemme d’Ahlfors-Schwarz 4.1.22, et satisfaisant de plus a` la
condition (a) d’apre`s la positivite´ de ωL,h. Elle s’annule le long de Z.
Comme X est compacte, on peut supposer que la condition (b) est elle aussi satisfaite, quitte
a` multiplier h par une constante non nulle. Alors, d’apre`s la proposition 4.1.22, on a pour toute
application holomorphe φ : Dn → X l’ine´galite´ de formes volumes sur Dn
φ∗µ 6 κn.
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En utilisant la formule (4.4), ceci donne l’ine´galite´ µ 6 ΨX . Comme µ s’annule seulement le
long du diviseur Z, ceci conclut la preuve.
¤
Remarque 4.1.25 La preuve pre´ce´dente fonctionne encore dans le cas de la pseudo-forme
volume Ψ˜X de Kobayashi-Yau (cf. de´finition 4.1.21). Il existe donc un analogue au the´ore`me de
Griffiths-Kobayashi-Ochiai pour Ψ˜X , de´montre´ dans l’article [Yau75].
Une conse´quence fameuse du the´ore`me de Griffiths-Kobayashi-Ochiai est le fait que le degre´
des morphismes dominant une varie´te´ de type ge´ne´ral donne´e est borne´ supe´rieurement.
Corollaire 4.1.26 Soient X et Y deux varie´te´s projectives de meˆme dimension. On suppose
que Y est de type ge´ne´ral. Alors pour tout morphisme dominant φ : X → Y , on a
deg φ 6
∫
X
ΨX∫
Y
ΨY
.
Preuve. En inte´grant l’ine´galite´ de de´croissance des volumes φ∗ΨY 6 ΨX , on obtient
deg φ ·
∫
Y
ΨY 6
∫
X
ΨX .
On conclut graˆce au fait que
∫
Y
ΨY > 0 d’apre`s le the´ore`me 4.1.24.
¤
On conclut ce paragraphe en pre´sentant la re´ciproque conjecturale du the´ore`me de Griffiths-
Kobayashi-Ochiai, et quelques arguments en sa faveur.
Conjecture 4.1.27 (Kobayashi) Soit X une varie´te´ complexe projective lisse. Si X n’est pas
de type ge´ne´ral, alors ΨX = 0 sur un ouvert dense de X pour la topologie de Zariski.
On peut bien suˆr affaiblir cette conjecture, en pre´disant seulement l’annulation de Ψ˜X sur
un ouvert dense de X.
Dans la direction de cette conjecture, Green et Griffiths ([GG80]) obtiennent le re´sultat
suivant.
Lemme 4.1.28 Si X est unire´gle´e, ou bien si X est rationnellement balaye´e par des courbes
elliptiques, alors X satisfait a` la conjecture de Kobayashi 4.1.27.
On dit qu’une varie´te´ X est unire´gle´e s’il existe une application rationnelle dominante φ :
Y ×P1 99K X, avec dimY = dimX − 1. De la meˆme manie`re, on dit que X est rationnellement
balaye´e par des courbes elliptiques s’il existe une application rationnelle dominante φ : E 99K X,
ou` E est de dimension dimX et posse`de une fibration pi : E → Y au-dessus d’une varie´te´
quasi-projective lisse, dont les fibres sont des courbes elliptiques lisses.
Preuve du lemme 4.1.28. Dans les deux cas, le lieu d’inde´termination de φ est de codimension
au moins 2, donc ne rencontre pas la fibre ge´ne´rique de pr1 (dans le premier cas), ou de pi (dans
le second cas), et il existe un ouvert U ⊂ Y Zariski-dense au-dessus duquel φ est de´finie. On
appelle φU le morphisme correspondant. On obtient alors l’ine´galite´
φ∗UΨX 6 ΨU×P1 (ou φ∗UΨX 6 ΨEU ) (4.5)
par la proprie´te´ de de´croissance des volumes. D’autre part, la proposition 4.1.20 implique que
ΨU×P1 et ΨEU sont toutes les deux nulles. Dans les deux cas, on de´duit de (4.5) l’annulation de
φ∗UΨX . Donc ΨX est nulle en dehors du lieu de branchement de φ.
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En particulier, ce re´sultat implique que les varie´te´s de Fano (i.e. les varie´te´s projectives lisses,
telles que le fibre´ anticanonique −KX est ample) satisfont a` la conjecture de Kobayashi 4.1.27,
puisqu’elles sont toutes rationnellement connexes, et donc unire´gle´es.
D’autre part, il de´montre comple`tement la conjecture de Kobayashi 4.1.27 en dimension 2,
graˆce a` la classification des surfaces, et au fait que les surfaces K3 alge´briques sont balaye´es par
des courbes elliptiques.
Pour la conjecture concernant l’annulation de Ψ˜X , on obtient de la meˆme fac¸on le re´sultat
suivant, plus souple que le lemme 4.1.28.
Lemme 4.1.29 S’il existe une famille pi : A → Y de varie´te´s abe´liennes lisses, et une applica-
tion rationnelle dominante φ : A 99K X, non constante le long de la fibre ge´ne´rique de pi, alors
Ψ˜X = 0 sur un ouvert dense de X.
On verra plus loin au chapitre 5 une manie`re de prouver l’annulation de Ψ˜X quand X
est une varie´te´ a` fibre´ canonique trivial, munie d’un endomorphisme rationnel φ : X 99K X
de degre´ d > 1. On y expliquera e´galement comment Claire Voisin ([Voi04b]), apre`s avoir
de´fini une variante ΦX de la pseudo-forme volume de Kobayashi, utilisant un certain type de
correspondances a` la place des applications holomorphes, adapte cette technique, ce qui lui
permet de prouver l’annulation de ΦX pour beaucoup de varie´te´s de Calabi-Yau.
On va e´tudier au paragraphe suivant le roˆle joue´ par les correspondances dans les questions
d’hyperbolicite´.
4.2 Aspect alge´brique
Dans ce paragraphe, on essaie de faire le lien entre des proprie´te´s alge´briques des varie´te´s et
les diffe´rentes notions d’hyperbolicite´ introduites au paragraphe pre´ce´dent, a priori plutoˆt d’un
caracte`re analytique.
Dans un premier temps, on pre´sente un re´sultat de Demailly, Lempert et Shiffman ([DLS94]),
qui permet le calcul de la pseudo-me´trique infinite´simale de Kobayashi kX en n’utilisant que
des courbes alge´briques. Le the´ore`me pre´sente´ est un re´sultat d’approximation des applications
holomorphes par des correspondances. Il justifie ainsi la pertinence de la nouvelle pseudo-forme
volume de´finie par Claire Voisin, pre´sente´e au chapitre 5, pour laquelle les applications holo-
morphes sont remplace´es par des correspondances. Cette nouvelle de´finition est l’un des points
de de´part de l’article [Ded08], pre´sente´ au chapitre 6.
Revenant a` l’hyperbolicite´-distance, on pre´sente une version alge´brique de cette notion, in-
troduite par Demailly, plus faible que l’hyperbolicite´ au sens de Kobayashi, mais qui lui est
conjecturalement e´quivalente dans le cas projectif.
Enfin, on explique des conjectures dues a` Lang, qui proposent une explication d’un car-
acte`re alge´brique pour l’annulation de la pseudo-forme volume (ou de la pseudo-me´trique) de
Kobayashi. Ces conjectures sont remarquables, puisque elles fournissent une interpre´tation pure-
ment alge´brique d’un phe´nome`ne d’analyse complexe.
4.2.1 Approximations par des applications alge´briques
De´finition 4.2.1 Soient Y et Z deux varie´te´s alge´briques quasi-projectives complexes, re´duites
et irre´ductibles. Une application holomorphe f : Ω → Z, de´finie sur un ouvert Ω ⊂ Y , est
dite alge´brique au sens de Nash si son graphe Γf ⊂ Y × Z est contenu dans une sous-varie´te´
alge´brique G ⊂ Y × Z de la meˆme dimension que Y .
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Dans la de´finition pre´ce´dente, la sous-varie´te´ alge´brique G ⊂ Y × Z doit eˆtre vue comme
une correspondance entre Y et Z (cf. paragraphe 5.2). Ainsi, une application alge´brique au sens
de Nash est une application qui s’obtient a` partir d’une correspondance, en se restreignant a` un
ouvert sur lequel elle induit un morphisme. L’exemple suivant fournit un prototype d’application
alge´brique au sens de Nash.
Exemple 4.2.2 Pour tout entier n > 0, l’application z 7→ n√z de´finie sur un ouvert de C est
alge´brique au sens de Nash, puisque son graphe est un ouvert de la correspondance
G := {(x, y) ∈ C2 t.q. xn = y} ⊂ C×C.
L’e´nonce´ complet du the´ore`me d’approximation de Demailly-Lempert-Shiffman ne´cessite la
notion d’ouvert de Runge.
On commence par rappeler qu’une varie´te´ complexe X est dite de Stein si elle satisfait aux
deux conditions suivantes :
(i) X est holomorphiquement se´parable : pour tous points x et y ∈ X, x 6= y, il existe une
fonction holomorphe f de´finie sur X telle que f(x) 6= f(y) ;
(ii) X est holomorphiquement convexe : pour tout compact K ⊂ X, l’enveloppe convexe de K
K :=
{
z ∈ X t.q. ∀f ∈ H0(X,OX), |f(z)| 6 supK |f |
}
est compacte.
Les varie´te´s de Stein sont les analogues en ge´ome´trie analytique des ouverts affines en
ge´ome´trie alge´brique. On dispose des the´ore`mes A et B de Cartan pour les varie´te´s de Stein,
dont les the´ore`mes A et B de Serre sont les analogues concernant les varie´te´s affines. Pour toute
varie´te´ de Stein S de dimension n, le the´ore`me de plongement de Bishop-Narasimhan assure
qu’on peut re´aliser S comme une sous-varie´te´ ferme´e de C2n+1.
Ceci e´tant dit, on dit qu’un ouvert Ω ⊂ Y dans une varie´te´ de Stein est un domaine de Runge
si c’est lui meˆme une varie´te´ de Stein, et si l’application de restriction H0(Y,OY )→ H0(Ω,OΩ)
a une image dense. Ces conditions sont e´quivalentes au fait que pour tout compact K ⊂ Ω,
l’enveloppe holomorphe de K dans Y soit contenue dans Ω.
Le the´ore`me d’approximation e´tabli dans [DLS94] est le suivant.
The´ore`me 4.2.3 (Demailly-Lempert-Shiffman) Soit Ω un domaine de Runge dans une
varie´te´ alge´brique affine S, et f : Ω→ X une application holomorphe a` valeurs dans une varie´te´
alge´brique quasi-projective lisse. Pour tout domaine relativement compact Ω0 ⊂ Ω, il existe une
suite d’applications fν : Ω0 → X qui sont alge´briques au sens de Nash, et qui convergent vers f
uniforme´ment dans Ω0.
Si de plus il existe une sous-varie´te´ alge´brique A ⊂ S (non ne´cessairement re´duite), et un
morphisme alge´brique α : A → X tel que f|A∩Ω = α|A∩Ω, alors il existe une suite (fν) comme
ci-dessus dont tous les termes satisfont a` fν |A∩Ω0 = α|A∩Ω0 .
Ide´e de la preuve. La preuve de ce the´ore`me repose sur un re´sultat classique d’existence de
re´tractions holomorphes pour les sous-varie´te´s de Stein d’une varie´te´ complexe : si M ⊂ Y est
une sous-varie´te´ de Stein, alors il existe une re´traction holomorphe ρ : V → M , ou` V est un
voisinage deM dans Y , isomorphe a` un voisinage de la section nulle dans le fibre´ normal NM/Y .
Si de plus Y est alge´brique affine, et si M ⊂ Y est une sous-varie´te´ alge´brique ferme´e, alors on
peut supposer que ρ est alge´brique au sens de Nash.
Dans le cas ou`X est une varie´te´ alge´brique affine dansCn, on obtient l’approximation voulue
en approchant f par des polynoˆmes g : Ω0 → Cn, puis en composant avec une re´traction sur X
alge´brique au sens de Nash. On renvoie a` [DLS94] pour le cas ge´ne´ral.
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Bien entendu, si l’on dispose d’une suite couvrante (Ων) d’ouverts relativement compacts
dans Ω, le the´ore`me pre´ce´dent permet de fabriquer via le processus diagonal de Cantor une
suite d’applications alge´briques au sens de Nash convergeant vers f uniforme´ment sur tout
compact de Ω.
Le the´ore`me d’approximation permet de prouver qu’il suffit de conside´rer les courbes alge´-
briques sur une varie´te´ pour calculer sa pseudo-me´trique de Kobayashi.
Corollaire 4.2.4 Soit X une varie´te´ complexe lisse, x ∈ X et u ∈ TX,x. On a
kX(u) = infφ:C→X, φ∗v=u |v|C ,
ou` C est une courbe projective lisse, φ : C → X est un morphisme, v est un vecteur tangent a`
C tel que φ∗v = u, et | · |C est la norme hermitienne associe´e a` la me´trique de Poincare´ sur C
(avec la convention | · |C = 0 si g(C) 6 1).
Comme le disque unite´ peut se re´aliser comme un ouvert de la sphe`re de Riemann P1,
une application holomorphe φ : D → X est alge´brique au sens de Nash s’il existe une courbe
alge´brique C, et une correspondance alge´brique
C
f //
r
²²
X
P1
(4.6)
telle que r−1(D) posse`de une composante isomorphe a` D, sur laquelle la restriction de f donne
pre´cise´ment φ.
Le the´ore`me d’approximation 4.2.3 dit alors que toute application holomorphe φ : D → X
peut-eˆtre approxime´e en ce sens par un morphisme f : C → X, tel que f(0) = φ(0), et tel que
les diffe´rentielles f∗ et φ∗ en 0 sont proportionnelles (0 est le point correspondant a` 0 ∈ D dans
la composante de r−1(D) qui est isomorphe au graphe de φ).
Preuve du corollaire 4.2.4. L’ine´galite´ 6 est une conse´quence directe de la proprie´te´ de
de´croissance des distances (proposition 4.1.4), et du fait que la pseudo-me´trique de Kobayashi
sur les courbes est exactement la me´trique de Poincare´ (exemples 4.1.2 et 4.1.3).
Pour l’autre ine´galite´, conside´rons x ∈ X, u ∈ TX,x, et une application holomorphe φ : D→
X telle que φ(0) = x et λφ∗( ∂∂t ) = u, λ > 0. On conside`re une approximation de φ par une
application alge´brique au sens de Nash, dont la diffe´rentielle en 0 est proportionnelle a` celle de
φ, que l’on note comme dans le diagramme (4.6). On identifie via r le disque D et la composante
de r−1(D) qui est isomorphe au graphe de φ, et on note encore f : D→ X la restriction de f .
Il existe ε > 0 tel que (λ+ ε)f∗( ∂∂t ) = u, et on peut supposer ε arbitrairement petit. D’apre`s le
lemme d’Ahlfors-Schwarz 4.1.8, on a l’ine´galite´ entre les normes de Poincare´
| · |C |D 6 | · |D.
On en de´duit | ∂∂t |C 6 1, et donc, notant v = (λ+ ε) ∂∂t ,
|v|C 6 λ+ ε.
Ceci prouve que inf |v|C 6 kX(u), puisque kX(u) est par de´finition la borne infe´rieure des λ.
¤
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4.2.2 Hyperbolicite´ alge´brique
On e´tudie maintenant une manie`re un peu diffe´rente d’envisager les aspects alge´briques
de la notion d’hyperbolicite´. On va cette fois remplacer l’hyperbolicite´ au sens de Kobayashi
par une notion voisine, a priori plus faible, introduite par Demailly dans son texte [Dem97].
L’observation fondamentale de Demailly est le re´sultat suivant, qui est une conse´quence de la
formule de Gauss-Bonnet.
The´ore`me 4.2.5 (Demailly) Soit X une varie´te´ complexe compacte, munie d’une me´trique
hermitienne dont la forme (1, 1) associe´e est ω. Si X est hyperbolique au sens de Kobayashi,
alors il existe ε > 0 tel que pour toute courbe projective lisse C, et tout morphisme φ : C → X,
on ait
−χ(C) = 2g(C)− 2 > ε degω(C),
ou` degω(C) :=
∫
C
φ∗ω.
Preuve. Comme X est hyperbolique, il existe une constante ε0 > 0 telle que kX(ζ) > ε0|ζ|ω
pour tout vecteur tangent ζ ∈ TX . Soit C une courbe projective lisse, et φ : C → X un
morphisme non constant. La courbe C ne peut eˆtre ni rationnelle ni elliptique puisque X est
hyperbolique, donc elle est munie d’une me´trique de Poincare´. La pseudo-me´trique de Kobayashi
kC de C est e´gale a` cette me´trique de Poincare´. On note κC la forme volume associe´e sur C. La
formule de Gauss-Bonnet dit que l’inte´grale de la courbure de κC vaut 2piχ(C). Or la me´trique
de Poincare´ est a` courbure de Gauss constante e´gale a` −4, puisque −i∂∂ log(κ) = −4κ pour la
me´trique de Poincare´ sur le disque unite´ d’apre`s (3.3). On obtient donc∫
C
κC = −14
∫
C
courb(kC) = −pi2χ(C). (4.7)
D’autre part, la propie´te´ de de´croissance des distances 4.1.4 donne pour tout ζ ∈ TC
l’ine´galite´
kC(ζ) > kX(φ∗ζ) > ε0|φ∗ζ|ω,
qui entraˆıne ∫
C
κC > ε20
∫
C
φ∗ω,
ce qui donne l’ine´galite´ voulue pour ε = 2ε20/pi compte tenu de la formule (4.7).
¤
Ceci conduit a` la de´finition suivante de l’hyperbolicite´ alge´brique. Soit X une varie´te´ com-
plexe compacte.
De´finition 4.2.6 On dit que X est alge´briquement hyperbolique si pour toute me´trique hermiti-
enne h sur X, de forme (1, 1) associe´e ω, il existe une constante ε telle que pour tout morphisme
non constant φ : C → X depuis une courbe projective lisse de genre g, on ait
2g − 2 > εdegω(C).
Comme X est compacte, il est suffisant de prouver cette proprie´te´ pour une seule me´trique
hermitienne h.
Remarque 4.2.7 Cette de´finition prend un sens convenable seulement dans le cas des varie´te´s
projectives. En effet, un tore complexe ge´ne´ral ne contient aucune courbe alge´brique, et est
donc alge´briquement hyperbolique, alors que c’est l’exemple parfait d’une varie´te´ qui n’est pas
hyperbolique au sens de Kobayashi.
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Dans le cas alge´brique, on choisit en ge´ne´ral pour ω la forme de Chern associe´e a` une me´trique
hermitienne sur un fibre´ ample sur X, de manie`re a` retrouver le degre´ usuel des courbes sur X.
Le the´ore`me 4.2.5 conduit Demailly a` pre´dire le re´sultat suivant.
Conjecture 4.2.8 (Demailly) Pour une varie´te´ projective lisse, l’hyperbolicite´ au sens de
Kobayashi et l’hyperboicite´ alge´brique sont e´quivalentes.
Remarque 4.2.9 En plus du the´ore`me 4.2.5, Demailly prouve que si X est alge´briquement
hyperbolique, alors tous les morphismes φ : A→ X depuis une varie´te´ abe´lienne sont constants.
Ce re´sultat va dans le sens des conjectures de Lang expose´es au paragraphe suivant 4.2.3.
Pour finir, on va voir de quelle manie`re ces conside´rations s’e´tendent a` la notion d’hyper-
bolicite´ au sens de la mesure infinite´simale. L’observation de de´part est ici le re´sultat suivant
([Voi03]).
Proposition 4.2.10 (Voisin) Soit X une varie´te´ de type ge´ne´ral, et L un fibre´ en droites
ample sur X. Alors il existe une constante ε > 0 telle que pour toute famille couvrante de
courbes, c’est-a`-dire pour tout diagramme
C φ //
pi
²²
X
B
,
ou` φ est un morphisme dominant, non constant sur les fibres de pi, et pi est un morphisme
projectif dont la fibre ge´ne´rique est une courbe lisse C de genre g, on ait
2g − 2 > ε deg(φ∗CL).
Preuve. Comme X est de type ge´ne´ral, il existe un entier r > 0 tel que le fibre´ en droites
K⊗rX ⊗ L−1 soit effectif. On conside`re un tel r, et on choisit une section de ce fibre´ inversible,
dont on note D le diviseur. Comme les courbes C de la famille pi : C → B couvrent X, elles ne
restent dans aucune composante de D, donc on a
deg(φ∗CD) > 0. (4.8)
D’autre part, φ est dominant, donc ge´ne´riquement de rang maximal, ce qui implique que le
fibre´ normal φ∗CTX/TC sur C soit engendre´ par ses sections globales. En particulier, ceci impose
la condition
deg (φ∗CTX/TC) > 0.
Cette ine´galite´ s’e´crit aussi deg(φ∗CKX) 6 degKC = 2g − 2. L’ine´galite´ (4.8) pre´ce´dente donne
alors
deg(φ∗CL) 6 r · deg(φ∗CKX) 6 r · (2g − 2).
¤
Ceci conduit naturellement a` la de´finition suivante, introduite par Claire Voisin dans [Voi03].
De´finition 4.2.11 Une varie´te´ X, munie d’un fibre´ en droites ample L, est dite alge´briquement
hyperbolique au sens de la mesure s’il existe une constante ε > 0 telle que pour toute famille
couvrante φ : C → X, dont la fibre ge´ne´rique est une courbe lisse C de genre g, on ait
2g − 2 > ε · deg(φ∗CL).
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4.2.3 Conjectures de Lang
On pre´sente ici les conjectures de Lang ([Lan86]) concernant l’hyperbolicite´. Elles proposent
une forme alge´brique des diffe´rentes conjectures de Kobayashi. Elles sont base´es sur l’observation
e´le´mentaire suivante : soit Y une varie´te´ birationnelle a` une varie´te´ abe´lienne, et φ : Y → X
une application holomorphe non constante dans une varie´te´ complexe lisse. Alors l’image de
φ est balaye´e par des applications entie`res non constantes C → Y φ−→ X. En particulier, la
pseudo-forme volume de Kobayashi ΨX de´ge´ne`re le long de l’image de φ.
Lang conjecture que la re´ciproque est vraie. En un certain sens, il pre´dit qu’il existe un crite`re
d’hyperbolicite´ analogue a` celui de Brody (proposition 4.1.6), ou` les applications rationnelles
non constantes depuis les varie´te´s abe´liennes jouent le roˆle des courbes entie`res non constantes.
Conjecture 4.2.12 (Lang, [Lan86]) Soit X une varie´te´ projective complexe lisse. L’union
des images de toutes les applications holomorphes non constantes C→ X est e´gale a` la re´union
des images des applications rationnelles non constantes A 99K X, ou` A est une varie´te´ abe´lienne.
Le the´ore`me de Bloch (voir par exemple [GG80]) dit que cette conjecture est vraie si X est
une sous-varie´te´ d’une varie´te´ abe´lienne.
D’autre part, il est clair que cette conjecture ne peut pas eˆtre e´tendue telle quelle aux
varie´te´s qui ne sont pas projectives, comme le prouve l’exemple des tores complexes ge´ne´raux
(cf. exemple 4.2.7). En fait, Cantat montre que meˆme si on remplace les varie´te´s abe´liennes par
des tores complexes, la conjecture ne s’e´tend toujours pas aux varie´te´s non alge´briques. Dans
[Can00], il prouve en effet que les surfaces K3 non alge´briques ge´ne´rales ne posse`dent aucune
application rationnelle non constante depuis un tore complexe sur elles-meˆmes.
Lang conjecture un deuxie`me re´sultat, qui implique en particulier la conjecture de Kobayashi
4.1.27 sur l’annulation de la pseudo-forme volume de Kobayashi-Yau Ψ˜X sur un ouvert de Zariski
dense.
Conjecture 4.2.13 (Lang, [Lan86]) Soit X une varie´te´ complexe projective lisse. L’union
des images de toutes les applications holomorphes non constantes C → X est e´gale a` X si et
seulement si X n’est pas de type ge´ne´ral.
La synthe`se de ces deux conjectures se re´sume de la manie`re suivante.
Corollaire 4.2.14 Soit X une varie´te´ projective lisse qui n’est pas de type ge´ne´ral. Alors X est
couverte par les images des applications rationnelles non constantes A 99K X depuis une varie´te´
abe´lienne A.
Remarque 4.2.15 En vertu du lemme 4.1.29, le re´sultat (conjectural) ci-dessus entraˆıne l’an-
nulation de la pseudo-forme volume Ψ˜X sur un ouvert dense de X quand X n’est pas de type
ge´ne´ral. En effet, comme les familles parame´trant les varie´te´s abe´liennes munies d’une appli-
cation rationnelle non constante vers X sont en nombre de´nombrable, un argument du type
Baire prouve l’existence d’une famille pi : A → B de varie´te´s abe´liennes parame´tre´e par une
varie´te´ quasi-projective, telle qu’il existe une application rationnelle dominante φ : A 99K X non
constante sur les fibres de pi.
Le re´sultat 4.2.14 entraˆıne e´galement qu’une varie´te´ X qui n’est pas de type ge´ne´ral n’est
pas alge´briquement hyperbolique au sens de la mesure (cf. de´finition 4.2.11). On donnera une
preuve de ceci au chapitre 5, en utilisant les endomorphismes rationnels d’une fibration en
varie´te´s abe´lienne fournis par la multiplication le long des fibres.
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A pre´sent, suivant [Voi03], nous allons donner des exemples pour lesquels les conjectures de
Lang sont ve´rifie´es. Les premiers exemples sont relativement e´vidents.
Les varie´te´s abe´liennes, ou les varie´te´s qui leurs sont birationnelles satisfont aux conjectures
de Lang. D’autre part, comme chaque courbe elliptique E fournit un reveˆtement E → P1,
les varie´te´s unire´gle´es (i.e. celles pour lesquelles il existe une application rationnelle dominante
Y ×P1 99K X, dimY = dimX − 1) satisfont e´galement aux conjectures de Lang.
L’exemple des varie´te´s unire´gle´es contient toutes les varie´te´s de Fano, puisqu’on sait que ces
varie´te´s sont rationnellement connexes. Plus ge´ne´ralement, il est conjecture´ et de´montre´ en di-
mension 3 dans [Miy88] que toute varie´te´ projective lisse, satisfaisant a` la condition d’annulation
∀r > 0 h0(X,K⊗rX ) = 0 (4.9)
est unire´gle´e (voir aussi [DPS01]).
D’autre part, si la condition d’annulation (4.9) n’est pas ve´rifie´e, alors les syste`mes pluri-
canoniques fournissent une fibration de X dont les fibres sont de dimension de Kodaira κ = 0, et
de dimension > 0 exactement quand X n’est pas de type ge´ne´ral. Cette fibration est la fibration
d’Iitaka-Moishezon, fournie par les applications canoniques Θk : X 99K P(H0(X,KkX)) pour k
suffisamment grand et suffisamment divisible (cf. [Uen75]).
Comme il est de plus conjecture´ que les varie´te´s dont la dimension de Kodaira est nulle
sont birationnelles a` des quotients de varie´te´s singulie`res et a` fibre´ canonique trivial (ceci est
prouve´ en dimension 3, cf. [Kaw92]), ce qui pre´ce`de montre qu’il est suffisant de de´montrer les
conjectures de Lang pour les varie´te´s a` fibre´ canonique trivial pour les prouver comple`tement.
Ce que l’on sait faire a` ce sujet est re´sume´ dans les exemples suivants.
Exemple 4.2.16 Les surfaces K3 alge´briques satisfont aux conjectures de Lang, puisqu’elles
sont balaye´es par des courbes elliptiques. Ce re´sultat a e´te´ obtenu dans la partie I, en e´tudiant
les varie´te´s de Severi des surfaces K3 (paragraphe 1.3.3), et en prouvant l’existence de courbes
rationnelles nodales sur une surface K3 projective ge´ne´rique (the´ore`me de Chen 1.4.2).
Exemple 4.2.17 (Voisin, [Voi03]) Les varie´te´s de Calabi-Yau qui se re´alisent comme des
reveˆtements doubles X → Pn ramifie´s au-dessus d’une hypersurface Σ de degre´ 2n + 2 sont
elles aussi balaye´es par des courbes elliptiques. Ces courbes elliptiques sont obtenues comme
les pre´-images des droites dans Pn qui sont tangentes a` Σ en exactement n − 1 points. En
effet, les pre´-images des droites sont des courbes de genre arithme´tique n d’apre`s la formule de
Riemann-Hu¨rwitz, et les conditions de tangence imposent n−1 nœuds a` ces courbes, donc leurs
normalisations sont des courbes elliptiques.
La famille des droites conside´re´es est de codimension n−1 dans la grassmannienne Gr(2, n+1)
des droites de Pn. Elle est donc de dimension n− 1. La the´orie de l’intersection montre que ces
droites balaient Pn, et donc que les courbes elliptiques correspondantes balaient X.
Exemple 4.2.18 (Voisin, [Voi03]) Soit X la varie´te´ de Fano des droites d’une hypersurface
cubique V ⊂ P5 (cf. exemple 1.2.7, partie I). Il s’agit d’une varie´te´ hyperka¨hlerienne ([BD85]),
donc son fibre´ canonique est trivial.
Cette varie´te´ est balaye´e par des surfaces qui sont birationnelles a` des surfaces abe´liennes.
Pour toute section hyperplane W ⊂ V (qui est donc une cubique dans P4), la surface de Fano
XW des droites contenues dans W est naturellement contenue dans X. Quand W posse`de un
point double ordinaire y0, XW est birationnelle au produit syme´trique Sym2C de la courbe C
parame´trant les droites passant par x0. En effet, soit l une droite contenue dans W , ne passant
pas par x0. Alors le plan P engendre´ par l et x0 rencontre W le long d’une courbe cubique,
singulie`re en x0 et contenant la droite l. Cette intersection est donc la re´union de trois droites,
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dont deux qui passent par x0. Clemens et Griffiths ([CG72b]) prouvent que C est l’intersection
comple`te d’une cubique et d’une quadrique dans P3. Ceci implique que C est de genre 4.
Si on impose deux points singuliers de plus a` W , la courbe C acquiert deux nœuds, donc son
genre ge´ome´trique n’est plus que 2. Alors XW est birationnelle au produit syme´trique second
d’une courbe de genre 2, et donc a` une surface abe´lienne. Les sections hyperplanes posse´dant
3 points singuliers non de´ge´ne´re´s forment une famille de dimension 2, et les surfaces de Fano
correspondantes balaient X.
4.3 Aspect arithme´tique
4.3.1 Densite´ potentielle
On de´finit ici la notion de densite´ potentielle, et on explique quelles sont les varie´te´s que l’on
sait jouir de cette proprie´te´.
De´finition 4.3.1 Soit X une varie´te´ de´finie sur un corps k. On dit que les points k-rationnels
de X sont denses si X(k) n’est contenu dans aucun ferme´ de Zariski de X. On dit que les
points rationnels de X sont potentiellement denses s’il existe une extension finie k′/k telle que
les points k′-rationnels de X sont denses.
Le plus souvent, k sera un corps de nombres, ou le corps de fonctions d’une courbe de´finie sur
C. On va maintenant donner un certain nombre d’exemples de varie´te´s dont les points rationnels
sont (ou ne sont pas) potentiellement denses.
Exemple 4.3.2 Les points Q-rationnels des espaces projectifs Pn sont denses.
L’exemple pre´ce´dent implique que les points rationnels des varie´te´s unirationnelles (i.e. les
varie´te´s X pour lesquelles il existe une application rationnelle dominante PN 99K X) sont
potentiellement denses.
Proposition 4.3.3 Soit A une varie´te´ abe´lienne de´finie sur un corps de nombres k. Les points
rationnels de A sont potentiellement denses.
Ide´e de la preuve. Le principe de la preuve est de construire une extension k′ sur laquelle
est de´fini un point rationnel x, tel que l’ensemble Z · x soit dense dans A.
Puisque k est un corps de nombres, le the´ore`me de Mordell-Weil permet d’affirmer que X(k)
est un groupe abe´lien de type fini. L’autre ingre´dient principal de la preuve est un re´sultat duˆ
a` Frey et Jarden, qui dit qu’il existe une extension finie k′/k telle que
rg (A(k)) < rg (A(k′)) .
Ceci prouve le re´sultat quand A est ge´ome´triquement simple (i.e. quand A⊗ k est simple).
En effet, dans ce cas, le re´sultat pre´ce´dent permet de conside´rer un point x ∈ A(k′) qui n’est pas
de torsion. Alors, la cloˆture de Zariski de Z · x contient une sous-varie´te´ abe´lienne de dimension
> 0 de A. Par simplicite´ de A, ceci implique que Z · x = A.
Le cas ge´ne´ral se traite par re´currence sur le nombre de composantes simples de A.
¤
Remarque 4.3.4 Le cas d’une varie´te´ abe´lienne simple A de dimension > 1 peut aussi se
de´montrer en utilisant le the´ore`me de Raynaud, qui dit qu’il n’y a qu’un nombre fini de points
de torsion sur une courbe C ⊂ A.
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L’exemple 4.3.2 et la proposition 4.3.3 impliquent que les points rationnels d’une courbe
projective lisse de´finie sur un corps de nombres sont potentiellements denses si le genre de la
courbe est 0 ou 1.
La solution apporte´e par Faltings a` la conjecture de Mordell prouve que ce comportement
est antithe´tique de celui des courbes de genre g > 2.
The´ore`me 4.3.5 (Faltings) Soit C une courbe projective lisse de genre g > 2, de´finie sur un
corps de nombres k. Alors l’ensemble C(k) des points k-rationnels de C est fini.
Ainsi, le comportement des courbes vis-a`-vis de la densite´ potentielle est entie`rement compris,
et ne de´pend que du signe du fibre´ canonique. On va voir au paragraphe suivant quel est le
comportement attendu en dimension supe´rieure.
4.3.2 Conjectures de Lang et Vojta
On pre´sente ici des conjectures qui pre´disent exactement quelles sont les varie´te´s dont les
points rationnels sont potentiellement denses.
Conjecture 4.3.6 (Lang, Bombieri) Soit X une varie´te´ projective et de type ge´ne´ral, de´finie
sur un corps de nombres. Alors les points rationnels de X ne sont pas potentiellement denses.
Notons que cette conjecture est en fait une version faible des re´sultats conjecture´s par Vo-
jta dans [Voj87]. Ceux-ci proposent une version quantitative de la de´ge´ne´rescence des points
rationnels, en utilisant la notion de hauteur.
En dimension 1, cette conjecture est de´montre´e par le the´ore`me de Faltings 4.3.5, mais elle
est encore largement ouverte en dimensions supe´rieures, y compris dans le cas des surfaces.
Dans [Lan86], Lang propose une caracte´risation ge´ome´trique du lieu des points rationnels
dans X. Si ses conjectures expose´es au paragraphe 4.2.3 sont vraies, cette caracte´risation
implique que le lieu des points rationnels et le lieu non hyperbolique co¨ıncident. Cette car-
acte´risation implique e´galement que la conjecture de Lang-Bombieri ci-dessus est une conse´-
quence du corollaire conjectural 4.2.14.
Conjecture 4.3.7 Soit X une varie´te´ projective de´finie sur un corps de nombres. Alors on a
l’e´galite´ ⋃
f :A99KX
f(A) =
⋃
k′/k
X(k′),
ou` dans le membre de gauche f parcourt l’ensemble des applications rationnelles non constantes
depuis une varie´te´ abe´lienne vers X, et dans le membre de droite k′ parcourt l’ensemble des
extensions finies de k. Les adhe´rences sont prises au sens de la topologie de Zariski.
Dans le sens contraire, il est conjecture´ que l’obstruction a` avoir des points rationnels poten-
tiellement denses mise en e´vidence par la conjecture de Lang-Bombieri, a` savoir posse´der une
”composante” de type ge´ne´ral, est essentiellement la seule. Ceci prend la forme suivante.
Conjecture 4.3.8 (Colliot-The´le`ne, Harris) Soit X une varie´te´ projective de´finie sur un
corps de nombres. Les points rationnels de X sont potentiellement denses si et seulement si il
n’existe pas de reveˆtement e´tale fini X ′ de X admettant une fibration sur une base Y de type
ge´ne´ral et de dimension > 0.
X ′ //
²²
X
Y
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En particulier, cette conjecture implique que les varie´te´s de Fano (pour lesquelles le fibre´
anticanonique −KX est ample) et les varie´te´s a` fibre´ canonique trivial ont des points rationnels
potentiellement denses.
On pourrait croire le cas des varie´te´s de Fano re´gle´ graˆce au fait qu’elles sont rationnellement
connexes, mais il n’est pas de´montre´ a` l’heure actuelle que les varie´te´s rationnellement connexes
de´finies sur un corps de nombres ont des points rationnels potentiellement denses. Il existe
cependant un certain nombre d’exemples justifiant la conjecture 4.3.8 dans le cas des varie´te´s
de Fano.
En dimension 2, les varie´te´s de Fano sont les surfaces de del Pezzo, qui sont toutes ra-
tionnelles, ce qui suffit a` prouver la densite´ potentielle de leurs points rationnels. Plus ge´ne´ra-
lement, beaucoup de varie´te´s de Fano sont unirationnelles, ce qui suffit e´galement pour qu’elles
ve´rifient la conjecture. Dans le cas de la dimension 3, les quartiques de P4, et les hypersurfaces
de degre´ 6 dans l’espace projectif ponde´re´ P(1, 1, 1, 2, 3) (doubles coˆnes de Veronese) sont bira-
tionnelles a` des fibrations elliptiques sur P2, ce qui permet de prouver la densite´ potentielle des
points rationnels : la preuve se fonde sur le cas des varie´te´s abe´liennes (proposition 4.3.3). On
reviendra sur cette strate´gie au chapitre 5.
Le cas des varie´te´s a` fibre´ canonique trivial est ramene´ a` celui des varie´te´s hyperka¨hleriennes
et des varie´te´s de Calabi-Yau par la proposition 4.3.3, qui dit que les points rationnels des
varie´te´s abe´liennes sont potentiellement denses.
Bogomolov et Tschinkel ont prouve´ ([BT00]) que les points rationnels des surfacesK3 de´finies
sur un corps de nombres, posse´dant un groupe d’automorphismes infini, ou bien se re´alisant
comme un pinceau elliptique, sont potentiellement denses (on esquissera une preuve de ce re´sultat
au chapitre 5 suivant). Ne´anmoins, ces surfaces K3 sont spe´ciales, puisque leur nombre de
Picard ge´ome´trique est supe´rieur a` 2. Re´cemment, van Luijk a construit ([vL07]) des surfaces
K3 de´finies sur Q, avec nombre de Picard ge´ome´trique e´gal a` 1, et posse´dant une infinite´ de
points rationnels.
En dimension supe´rieure, la seule avance´e dans cette direction a e´te´ effectue´e re´cemment par
Amerik et Voisin ([AV07], cf. the´ore`me 5.1.14). Elles ont de´montre´ que les points rationnels de
la varie´te´ de Fano X des droites d’une hypersurface cubique V de P5 de´finie sur un corps de
nombres sont potentiellement denses. On sait ([BD85]) que cette varie´te´ de Fano est hyperka¨hle-
rienne, e´quivalente par de´formation au sche´ma de Hilbert S[2] d’une surface K3, et posse`de un
groupe de Picard isomorphe a` Z pour V ge´ne´rique. Cette dernie`re proprie´te´ reste vraie pour
beaucoup de telles varie´te´s X de´finies sur un corps de nombres, d’apre`s un re´sultat de Terasoma
([Ter85]).
Remarque 4.3.9 Il existe des versions des conjectures ci-dessus pour le cas ou` k est un corps de
fonctions (dans ce contexte, on entend par la` le corps de fonctionsC(B) d’une courbe lisse de´finie
sur C). En effet, lorsque X est une varie´te´ projective lisse de´finie sur un corps de nombres k, il
existe un mode`le projectif X → Spec(Ok), dont la fibre ge´ne´rique est Xk = X. Ici, Ok de´signe
l’anneau des entiers du corps k. Il existe des analogies naturelles entre le mode`le X → Spec(Ok)
et une famille de varie´te´s X → B au dessus d’une courbe B, et dont la fibre ge´ne´rique est une
varie´te´ X de´finie sur C(B). Ce sont ces analogies qui justifient la pertinence des questions de
densite´ potentielle lorsque k est un corps de fonctions. Dans ce cadre, des re´sultats un peu plus
avance´s sont connus.
En particulier, le the´ore`me de Graber, Harris et Starr ([GHS03], voir aussi [dJS03] pour un
re´sultat valable en caracte´ristique positive) dit que les points rationnels des varie´te´s rationnelle-
ment connexes de´finies sur un corps de fonctions sont potentiellement denses. Il re´sout une
conjecture de Kolla´r, Miyaoka et Mori ([KMM92b]).
En ce qui concerne les varie´te´s a` fibre´ canonique trivial, Hassett et Tschinkel ont obtenu
([HT06]) des exemples de surfaces K3 de´finies sur C(t), dont le groupe de Picard ge´ome´trique
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est Z, et dont les points sont potentiellement denses.
4.4 Comple´ments et variantes
Dans ce paragraphe, on taˆche de faire le lien entre les diffe´rentes questions e´voque´es dans ce
chapitre. Il s’agit de l’e´tude de l’hyperbolicite´ au sens de la pseudo-me´trique de Kobayashi kX ,
ou au sens de la pseudo-forme volume de Kobayashi ΨX , et de la densite´ potentielle des points
rationnels d’une varie´te´ de´finie sur un corps de nombres (ou sur un corps de fonctions).
Les conjectures de Lang (cf. paragraphe 4.2.3), pre´disant la de´finition d’un lieu exceptionnel
commun a` ces proble`mes comme le lieu rationnellement balaye´ par des varie´te´s abe´liennes, con-
stituent un premier e´le´ment de comparaison. On pre´sente ici d’autres ide´es, issues des travaux
de Campana, qui permettent de conjecturer l’e´quivalence entre la densite´ potentielle des points
rationnels et l’annulation de la pseudo-me´trique de Kobayashi kXC pour une varie´te´ projec-
tive lisse X, de´finie sur un corps de nombres k. On pre´cise e´galement, en menant une e´tude
e´le´mentaire, quels sont les liens entre la pseudo-distance kX et la pseudo-forme volume ΨX .
Pre´cise´ment, le proble`me qui nous inte´resse dans le travail pre´sente´ dans cette partie de
la the`se est celui de l’annulation de ΨX et de ses variantes pour les varie´te´s de Calabi-Yau.
On a de´ja` vu page 78 pourquoi ce proble`me est essentiel en vue de la conjecture 4.1.27 de
Kobayashi, pre´disant l’annulation de ΨX pour toutes les varie´te´s qui ne sont pas de type ge´ne´ral :
parmi ces varie´te´s, celles pour lesquelles aucun fibre´ pluricanonique ne posse`de de section sont
conjecturalement unire´gle´es (ce qui implique ΨX = 0 ge´ne´riquement). Les autres posse`dent
toutes une fibration en varie´te´ de dimension de Kodaira κ = 0 (la fibration d’Iitaka-Moishezon),
et les varie´te´s avec κ = 0 sont conjecturalement des quotients de varie´te´s singulie`res a` fibre´
canonique trivial. Enfin, on sait que ΨX = 0 si X est une varie´te´ abe´lienne.
On va voir ici que la the´orie de Campana permet de manie`re un peu similaire de re´duire
la question de l’annulation de kX (ou de la densite´ potentielle) aux varie´te´s rationnellement
connexes et aux varie´te´s a` fibre´ canonique trivial. On rappelle pour commencer la de´finition des
varie´te´s rationnellement connexes.
De´finition 4.4.1 Une varie´te´ X de´finie sur un corps k est rationnellement connexe s’il existe
une varie´te´ quasi-projective T et un morphisme F : P1 × T → X tels que l’application d’e´valu-
ation
P1 ×P1 × T → X ×X
est dominante.
Quand le corps k est inde´nombrable, cette de´finition e´quivaut au fait que par deux points
ge´ne´riques de X, il passe une courbe rationnelle. Si on suppose de plus que la caracte´ristique
de k est nulle, alors ceci implique que pour tout ensemble {x1, . . . , xp} de points de X, il passe
une courbe rationnelle par x1, . . . , xp (cf. par exemple [Bon08] pour ces re´sultats).
En particulier, la pseudo-me´trique kX est nulle pour ces varie´te´s. En revanche, le proble`me de
la densite´ potentielle de leurs points rationnels est largement ouvert lorsqu’elles sont de´finies sur
un corps de nombres (le cas corps de fonctions a e´te´ re´cemment de´montre´ par Graber, Harris
et Starr). On sait que les varie´te´s abe´liennes ont a` la fois kX = 0 et leurs points rationnels
potentiellement denses. Le cas des varie´te´s de Calabi-Yau est encore largement ouvert.
4.4.1 Hyperbolicite´-distance et densite´ potentielle
On pre´sente ici tre`s brie`vement la the´orie des varie´te´s spe´ciales de Campana (cf. [Cam04],
et plus re´cemment [Cam07]), qui permet de conjecturer qu’il est e´quivalent pour une varie´te´ X
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de´finie sur un corps k que les points k-rationnels de X soient potentiellement denses et que la
pseudo-distance de Kobayashi sur la varie´te´ complexe XC soit nulle.
En ge´ne´ral, les proprie´te´s ge´ome´triques d’une varie´te´ ne sont pas les meˆmes dans toutes les
directions. Une bonne me´thode pour se´parer les composantes aux comportements ge´ome´triques
diffe´rents consiste a` utiliser des fibrations, dont la base est d’un certain type, et les fibres d’un
autre. En ce qui concerne les proprie´te´s envisage´es dans ce chapitre, il semble en effet qu’il y
ait seulement deux types de ge´ome´trie pures, qui correspondent en dimension 1 aux courbes de
genre g > 2 et g 6 1 respectivement (cf. conjecture 4.4.3 ci-dessous). Le premier correspond aux
varie´te´s de type ge´ne´ral, dont la de´finition correspond a` celle de´ja` donne´e (de´finition 4.0.6). Le
second correspond simplement aux varie´te´s ne posse´dant aucune composante de type ge´ne´ral,
i.e. celles qui n’admettent aucune fibration dont la base est de type ge´ne´ral. Elles sont appele´es
les varie´te´s spe´ciales par Campana.
La de´finition ci-dessus des varie´te´s spe´ciales ne´cessite une bonne notion de fibration a` base
de type ge´ne´ral, en particulier lorsque la fibration en question posse`de des fibres multiples.
Soient X, Y deux varie´te´s complexes compactes connexes et lisses, et f : X → Y une fibration
holomorphe. On associe a` f le Q-diviseur
∆(f) =
∑
D⊂Y
(
1− 1m(f,D)
)
·D,
ou`D parcourt l’ensemble des diviseurs irre´ductibles de Y , etm(f,D) est la multiplicite´ de la fibre
de f au-dessus du point ge´ne´rique de D (on e´crit f∗D =
∑
jajDj +E, ou` E est f -exceptionnel,
et on pose m(f,D) = infjaj). Cette de´finition est faite pour que le diviseur KY +∆(f) sur Y
corresponde au diviseur canonique d’un changement de base virtuel u : Y ′ → Y qui se´pare les
fibres multiples de f (autrement dit, ∆(f) est tel que KY ′ = u∗ (KY +∆(f))). En ge´ne´ral, il
n’existe pas de morphisme repre´sentant un tel changement de base virtuel. La paire (Y/∆(f))
de´finit ce que l’on appelle la base orbifolde de la fibration f . Sa dimension de Kodaira est la
dimension d’Iitaka-Moishezon du fibre´ canonique orbifolde
κ (Y,KY +∆(f))
(autrement dit, c’est la dimension maximale des images des applications rationnelles de´finies
par les syste`mes line´aires |k · (KY +∆(f)) | pour k suffisamment divisible). Comme dans le cas
de la ge´ome´trie logarithmique (cf. paragraphe 3.2.2), il faut ajouter quelque chose au diviseur
canonique traditionnel pour obtenir la bonne notion de diviseur canonique orbifolde.
De´finition 4.4.2 Soit X une varie´te´ complexe compacte. On dit que X est spe´ciale si elle ne
posse`de aucune fibration holomorphe f : X → Y dont la base orbifolde (Y/∆(f)) est de type
ge´ne´ral ( i.e telle que κ (Y,KY +∆(f)) = dimY ).
Cette de´finition permet a` Campana de formuler les conjectures suivantes, qui corrigent la
conjecture 4.3.8 de Colliot-The´le`ne et Harris, et pre´cisent celles de Kobayashi (conjectures 4.1.10,
4.1.11) et Green-Griffiths (conjecture 4.1.12).
Conjecture 4.4.3 (Campana, [Cam04]) (i) Soit X une varie´te´ projective lisse de´finie sur
un corps de nombres k. Les points rationnels de X sont potentiellement denses si et seulement
si X est spe´ciale.
(ii) Soit X une varie´te´ ka¨hlerienne compacte lisse. La pseudo-distance de Kobayashi kX est
nulle si et seulement si X est spe´ciale.
En fait, la the´orie de Campana permet de pre´dire le comportement de n’importe quelle varie´te´
(projective ou ka¨hlerienne compacte selon le contexte) a` partir de la conjecture pre´ce´dente,
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puisqu’elle fournit une de´composition canonique sous la forme d’une fibration a` base (orbifolde)
de type ge´ne´ral, et a` fibres spe´ciales. Cette de´composition s’obtient en utilisant de manie`re
re´pe´te´e le quotient rationnel et la fibration d’Iitaka.
Soit X une varie´te´ ka¨hlerienne compacte lisse. La construction du quotient rationnel est due
inde´pendamment a` Campana ([Cam81]) et a` Kolla´r, Miyaoka et Mori ([KMM92b]). Elle fournit
une fibration me´romorphe (unique)
rX : X 99K R(X)
telle que les fibres de rX sont rationnellement connexes, et R(X) n’est pas unire´gle´e. Cette
fibration est le quotient de X par la relation d’e´quivalence qui identifie deux points lorsqu’ils
sont relie´s par une chaˆıne de courbes rationnelles. Pour un point y ∈ R(X) ge´ne´ral (i.e. en
dehors d’une re´union de´nombrable de sous-ensembles ferme´s alge´briques propres), la fibre de
rX au-dessus de y est sa classe d’e´quivalence. Le fait que R(X) n’est pas unire´gle´e est une
conse´quence du the´ore`me de Graber, Harris et Starr (explique´ a` la remarque 4.3.9, cf. [Deb03]
pour une preuve).
Si κ(X) = d > 0, la fibration d’Iitaka-Moishezon de X est l’unique (a` e´quivalence bime´ro-
morphe pre`s) application me´romorphe surjective
JX : X 99K J(X),
telle que dim J(X) = d, et κ(Xy) = 0, ou` Xy est la fibre de JX au-dessus d’un point y ∈ J(X)
ge´ne´rique. On l’obtient comme une application pluricanonique Θk : X 99K P(H0(X,KkX)) pour
k suffisamment grand et suffisamment divisible (cf. [Uen75]). Il faut toutefois prendre garde au
fait que la base de cette fibration n’est pas ne´cessairement de type ge´ne´ral.
Si dimX = n, Campana montre qu’en posant cX = (JX ◦ rX)n on obtient l’unique (a`
e´quivalence bime´romorphe pre`s) fibration
cX : X → C(X),
telle que la fibre ge´ne´rale de cX est spe´ciale, et la base orbifolde de cette fibration est de type
ge´ne´ral (si dimC(X) > 0). On appelle cette fibration le cœur de X. Cette construction montre
en particulier que les varie´te´s spe´ciales sont des tours de varie´te´s rationnellement connexes et
de varie´te´s a` dimension de Kodaira nulle.
La conjecture 4.4.3 pre´ce´dente s’inse`re alors dans la suivante. On conserve les notations
ci-dessus.
Conjecture 4.4.4 (Campana, [Cam04]) (i) Si X est de´finie sur un corps de nombres k,
alors les points rationnels de X sont concentre´s sur un nombre fini de fibres du cœur au-dessus
d’un ouvert dense de Zariski U ⊂ C(X).
(ii) On a kX = c∗X
(
kC(X)/∆(cX)
)
, ou` kC(X)/∆(cX) est une me´trique sur un ouvert Zariski
dense U ⊂ C(X).
Campana donne une expression de la pseudo-me´trique kC(X)/∆(cX), qui copie la de´finition
classique de Kobayashi-Royden pour kX , en remplac¸ant les applications holomorphes entre D
et X par des morphismes orbifoldes. Dans le cas ou` X est une courbe, et ∆ =
∑
j
(
1− 1mj
)
·xj ,
kX/∆ correspond a` la me´trique de Poincare´ de´finie sur une surface de Riemann hyperbolique a`
singularite´s orbifoldes (cf. exemple 3.1.6).
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4.4.2 Distance et volume
Le travail auquel est consacre´ la seconde partie de cette the`se concerne des variantes de la
pseudo-forme volume de Kobayashi ΨX . Pour relier les re´sultats concernant la pseudo-me´trique
kX a` ce travail, il est donc ne´cessaire de comprendre les liens entre la pseudo-distance et la
pseudo-forme volume de Kobayashi. Le lemme suivant est essentiellement le seul re´sultat per-
mettant de faire ce lien en toute ge´ne´ralite´ et de manie`re pre´cise.
Lemme 4.4.5 (Voisin, [Voi03]) Soit X une varie´te´ complexe. On suppose que ΨX s’annule
au point x ∈ X (ou plus ge´ne´ralement qu’il existe une suite de points (xn) convergeant vers x
et telle que limn→∞ΨX,xn = 0). Alors la pseudo-me´trique de Kobayashi kX est de´ge´ne´re´e au
point x.
Preuve. Par de´finition de ΨX , la condition d’annulation signifie qu’il existe une suite d’applica-
tions holomorphes φk : Dn → X telles que limφk(0) = x et lim |Jφk(0)| =∞ (on munit X d’un
syste`me de coordonne´es holomorphes au voisinage de X, et on utilise les coordonne´es standard
sur Dn pour calculer les de´terminants jacobiens Jφk(0)).
Le fait que lim |Jφk(0)| =∞ impose qu’il existe au moins une colonne de la matrice jacobienne
de φk dont le module tend vers l’infini. Cette colonne correspond a` un vecteur fk∗
(
∂
∂t
)
pour
une application holomorphe fk : D → X de´finie par restriction a` partir de φk, et telle que
lim fk(0) = x. Ceci prouve la de´ge´ne´rescence de la pseudo-me´trique de Kobayashi au point x.
¤
Il faut retenir de ce lemme que l’annulation de ΨX ”correspond” a` l’annulation de kX dans
une seule direction. Il faut pourtant prendre garde au fait que l’annulation de kX dans une
direction n’entraˆıne pas ne´cessairement l’annulation de ΨX . Du point de vue du lemme de Brody
(valable en toute rigueur uniquement dans le cas compact), l’annulation de la pseudo-me´trique
kX dans une direction correspond a` l’existence d’une courbe entie`re dans cette direction, alors
que l’annulation de ΨX est plutoˆt a` rapprocher de l’existence d’une courbe e´paissie dans les
directions normales C × Dn−1. En tout cas, l’annulation de ΨX n’implique certainement pas
l’annulation de kX dans toutes les directions.
Ceci permet de bien comprendre la diffe´rence entre les cas (conjecturaux) d’annulation de
kX et de ΨX . La pseudo-me´trique kX doit s’annuler pour les varie´te´s qui sont des tours de
varie´te´s rationnellement connexes et de varie´te´s de dimension de Kodaira nulle. Elle doit eˆtre
ge´ne´riquement non de´ge´ne´re´e pour les varie´te´s de type ge´ne´ral. Pour les varie´te´s mixtes, il
semble que la construction du cœur cX : X → C(X) permette de pre´voir les directions dans
lesquelles kX de´ge´ne`re (le long des fibres), et celles le long desquelles elle est non de´ge´ne´re´e
(transversalement aux fibres, dans la direction de la base).
Pour ΨX , la situation est entie`rement de´crite par le the´ore`me de Griffiths et Kobayashi-
Ochiai, et la conjecture de Kobayashi. On sait que ΨX est ge´ne´riquement non de´ge´ne´re´e sur les
varie´te´s de type ge´ne´ral, et il est conjecture´ qu’elle s’annule ge´ne´riquement sur toutes les varie´te´s
qui ne sont pas de type ge´ne´ral. Heuristiquement, l’existence d’une seule direction dans X qui
n’est pas de type ge´ne´ral suffit a` impliquer l’annulation de ΨX ; il n’y a pas besoin pour cela
que X soit purement non de type ge´ne´ral (c’est-a`-dire spe´ciale) comme il est ne´cessaire pour
l’annulation de kX .
Chapitre 5
Auto-transformations des varie´te´s
a` fibre´ canonique trivial
Ce chapitre fait le lien entre les deux parties de cette the`se. L’une des motivations essentielles
de la partie I e´tait la recherche d’endomorphismes rationnels de degre´ strictement supe´rieur a` 1
pour les surfaces K3. On explique dans la premie`re moitie´ de ce chapitre comment l’existence
de tels endomorphismes sur les surfaces K3, et plus ge´ne´ralement sur les varie´te´s a` fibre´ canon-
ique trivial, permet de prouver des proprie´te´s de (non) hyperbolicite´ ou de densite´ potentielle
de points rationnels (cf. chapitre 4). La condition sur le degre´ des endomorphismes doit eˆtre
comprise comme une condition de dilatation. Les endomorphismes satisfaisant a` cette condition
permettent de dilater les formes volumes, de faire augmenter le degre´ de diviseurs ou de sous-
varie´te´s, de propager des points rationnels. Ce sont ces proprie´te´s dynamiques qui sont utilise´es
pour obtenir les re´sultats que nous allons pre´senter.
Dans le deuxie`me paragraphe de ce chapitre, on de´finit les K-correspondances, introduites
par Claire Voisin. Il s’agit de correspondances qui satisfont a` une proprie´te´ autorisant la de´fi-
nition d’un morphisme jacobien ge´ne´ralise´. La notion de K-correspondance ge´ne´ralise celle de
morphisme ge´ne´riquement fini. Elle permet en particulier de modifier les de´finitions du chapitre
pre´ce´dent en utilisant desK-correspondances a` la place des applications holomorphes, de´finissant
ainsi une nouvelle pseudo-forme volume ΦX ge´ne´ralisant celle de Kobayashi ΨX (cf. [Voi04b]).
En un sens, le the´ore`me d’approximation de Demailly-Lempert-Shiffman 4.2.3 ([DLS94], cf.
paragraphe 4.2.1) fournit une bonne justification a` une telle ge´ne´ralisation.
Dans le cas des varie´te´s a` fibre´ canonique trivial, un endomorphisme rationnel de´finit une
auto-K-correspondance. Les applications de l’existence d’endomorphismes rationnels pre´ce´dem-
ment cite´es s’e´tendent au cas des K-correspondances. On va donner un certain nombre d’ex-
emples de K-correspondances de´finies sur des varie´te´s a` fibre´ canonique trivial (duˆs a` Claire
Voisin, [Voi04b]). L’existence de ces exemples permet de de´montrer l’annulation de la pseudo-
forme volume ΦX pour une large cate´gorie de varie´te´s de Calabi-Yau X, ce qui constitue un
re´sultat analogue a` celui pre´dit par la conjecture de Kobayashi 4.1.27. L’un des points essen-
tiels du travail [Ded08], pre´sente´ au chapitre 6, est la de´finition et l’e´tude de la notion de
K-correspondance dans le cadre de la ge´ome´trie logarithmique.
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5.1 Auto-applications rationnelles
5.1.1 Applications a` l’hyperbolicite´
Hyperbolicite´ alge´brique au sens de la mesure
On a vu dans l’exemple 1.2.5, partie I, de quelle manie`re on peut utiliser la multiplication
dans une courbe elliptique pour de´finir des endomorphismes rationnels sur une surfaceK3 munie
d’un pinceau elliptique. Le re´sultat suivant, duˆ a` Claire Voisin ([Voi03]), utilise une ge´ne´ralisation
de cette ide´e aux familles de varie´te´s abe´liennes, et e´tablit un lien entre les conjectures de Lang
et l’hyperbolicite´ alge´brique au sens de la mesure (cf. de´finition 4.2.11).
Proposition 5.1.1 (Voisin) Soit X une varie´te´ projective lisse. On suppose que X est domine´e
par une famille de varie´te´s abe´liennes, c’est-a`-dire qu’il existe un diagramme
A φ //___
pi
²²
X
B
,
ou` φ est une application rationnelle dominante, non constante sur les fibres de pi, et pi est un
morphisme projectif, dont les fibres ge´ne´riques sont des varie´te´s abe´liennes lisses. Alors X n’est
pas alge´briquement hyperbolique au sens de la mesure.
Preuve. On suppose pour simplifier que la famille pi posse`de une section (a` changement de base
pre`s, c’est essentiellement toujours le cas). Cette section permet de munir les fibres de pi d’une
origine, et donc de de´finir la multiplication par tout entier n > 0 pour chacune d’entre elles.
Ceci fournit un endomorphisme rationnel
A µn //_____
ÃÃ@
@@
@@
A
~~ ~
~~
~
B
au-dessus de B (les inde´terminations viennent du fait qu’il existe e´ventuellement des fibres
de pi qui ne sont pas lisses), et donc une nouvelle famille couvrante de varie´te´s abe´liennes
φn := φ ◦ µn : A → X.
Soit b ∈ B ge´ne´rique, et Ab la fibre de pi au-dessus de b. Par tirer-en-arrie`re, la multiplication
fibre a` fibre µn agit sur H2(Ab,Z) comme la multiplication par n2. Donc pour toute courbe
C ⊂ Ab e´vitant le lieu d’inde´termination de φ et de φn, on a
deg (φ∗n)|C = n
2 · deg (φ∗)|C .
Ceci montre qu’en partant d’une famille couvrante de courbes pour A, on obtient par compo-
sition avec φn pour n suffisamment grand une famille couvrante de courbes de genre fixe´ et de
degre´ arbitrairement grand.
C
²²
//___ A φn //___
²²
X
B′ // B
Par de´finition, cela signifie que X n’est pas alge´briquement hyperbolique au sens de la mesure.
¤
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Remarque 5.1.2 Si les conjectures de Lang sont vraies, alors toute varie´te´ X projective lisse
qui n’est pas de type ge´ne´ral satisfait aux hypothe`ses de la proposition pre´ce´dente (corollaire
4.2.14). Ainsi, si les conjectures de Lang sont vraies, la proposition pre´ce´dente affirme que les
varie´te´s qui ne sont pas de type ge´ne´ral ne sont pas alge´briquement hyperboliques au sens
de la mesure. On sait re´ciproquement que les varie´te´s de type ge´ne´ral sont alge´briquement
hyperboliques au sens de la mesure (cf. proposition 4.2.10).
Annulation de la pseudo-forme volume de Kobayashi
Le raisonnement fournissant cette seconde application est re´sume´ par la proposition suivante
(cf. [Voi03]).
Proposition 5.1.3 (Voisin) Soit X une varie´te´ projective lisse, a` fibre´ canonique KX trivial.
On suppose qu’il existe une application rationnelle dominante
φ : X 99K X
de degre´ d > 1. Alors Ψ˜X = 0.
La pseudo-forme volume Ψ˜X est la variante introduite par Yau (de´finition 4.1.21) de la
pseudo-forme volume de Kobayashi ΨX . Pour obtenir l’annulation de ΨX , il faut supposer que
φ est holomorphe.
Preuve. Soit η un ge´ne´rateur de H0(X,KX), c’est-a`-dire une forme diffe´rentielle holomorphe
de degre´ maximal n = dimX qui est partout non nulle. Son tire´-en-arrie`re φ∗η lui est ne´cessai-
rement proportionnel : il existe λ ∈ C tel que φ∗η = λ · η. Comme X est compacte, on obtient
par inte´gration ∫
X
φ∗ (η ∧ η) = |λ|2
∫
X
η ∧ η,
et donc |λ|2 = deg φ > 1.
D’autre part, on e´crit Ψ˜X = χ · η ∧ η, ou` χ est une fonction semi-continue supe´rieurement
sur X. Par ine´galite´ des volumes de´croissants, on a
φ∗Ψ˜X 6 Ψ˜X ,
dont on de´duit |φ∗χ||λ|2 6 |χ|. Ceci implique automatiquement χ = 0, puisque χ posse`de un
maximum sur X.
¤
L’application de ce re´sultat aux surfaces K3 projectives ne pre´sente pas un grand inte´reˆt,
puisqu’on sait qu’elles ont toutes une pseudo-forme volume de Kobayashi nulle par un argument
de balayage par des courbes elliptiques (singulie`res), alors qu’on conjecture qu’une surface K3
projective ge´ne´rique ne posse`de pas de transformation rationnelle satisfaisant aux hypothe`ses
de la proposition 5.1.3.
En revanche, ce re´sultat prouve l’annulation de Ψ˜X pour la varie´te´ de Fano des droites d’une
cubique lisse de P5 quelconque. Ceci peut aussi se de´montrer en utilisant le fait que ces varie´te´s
sont balaye´es par des surfaces abe´liennes ([Voi03], cf. exemple 4.2.18), graˆce au lemme 4.1.29.
Uniformisation par Cn
L’application pre´sente´e ici est la suite naturelle de la pre´ce´dente. On va voir ici que sous
des hypothe`ses plus fortes (si l’on dispose d’endomorphismes cohomologiquement dilatants) il
est possible, en utilisant des techniques de dynamique holomorphe, d’obtenir une application
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me´romorphe surjective Cn 99K X, n = dimX (ce qui entraˆıne en particulier l’annulation de
Ψ˜X). Ces re´sultats sont dus a` Fornaess et Sibony, Briend et Duval, Dinh et Sibony, Guedj. On
en trouvera une pre´sentation beaucoup plus pre´cise dans les deux textes [Can06] et [Gue06],
accompagne´e de re´fe´rences vers les travaux originaux cite´s ci-dessus.
Soit X une varie´te´ ka¨hlerienne compacte lisse de dimension n, et soit φ : X 99K X une
application me´romorphe dominante. Elle induit des morphismes
φ∗ : Hk(X,C)→ Hk(X,C) (5.1)
pour tout entier k > 0, qui respectent la de´composition de Hodge et la structure entie`re. Une
fac¸on de construire ces morphismes consiste a` conside´rer dans X ×X l’adhe´rence Γ du graphe
de φ. Alors les diffe´rentes composantes de la classe [Γ] ∈ Hn,n(X × X) dans la de´composition
de Ku¨nneth
Hn,n(X ×X) ∼=
⊕
06p,q6n
Hp,q(X)⊗Hn−p,n−q(X) ∼=
⊕
06p,q6n
Hp,q(X)⊗Hp,q(X)∨ (5.2)
induisent les morphismes recherche´s.
Le but ici est d’e´tudier les proprie´te´s dynamiques de φ, autrement dit de comprendre ce
qui se passe quand on ite`re φ. Il faut donc bien prendre garde au fait qu’en ge´ne´ral, les deux
morphismes (φ∗)k et (φk)∗ ne co¨ıncident pas (k est un entier arbitraire). Ceci est duˆ au fait que
le graphe de φk et la composition Γ ◦ · · · ◦ Γ au sens des correspondances ne co¨ıncident pas en
ge´ne´ral (cf. paragraphe 6.2.2).
De´finition 5.1.4 Pour tout entier p = 0, . . . , n, le p-e`me degre´ dynamique de φ est
λp(φ) := lim sup
k→∞
{
‖(φk)∗‖1/k
}
,
ou` ‖ · ‖ est une norme d’ope´rateurs quelconque sur les endomorphismes de l’espace vectoriel
Hp,p(X) ∩H2p(X,R).
En d’autres termes, le p-e`me degre´ dynamique de φ est le rayon spectral de la suite d’ope´-
rateurs (φk)∗ : Hp,p(X,R)→ Hp,p(X,R). Notons que pour p = n,
λn(φ) = degtop(φ)
est le nombre d’ante´ce´dents d’un point ge´ne´rique de X par φ.
La suite des degre´s dynamiques de φ est concave. C’est une conse´quence de l’ine´galite´ 1 6
λp−1(φ) ·λp+1(φ) 6 λp(φ)2, 1 6 p 6 n, e´tablie par Guedj (cf. [Gue06]). Cette proprie´te´ explique
la pertinence de la de´finition suivante.
De´finition 5.1.5 On dit que φ : X 99K X est cohomologiquement dilatante si son degre´
topologique λn(φ) = degtop(φ) majore strictement tous les autres degre´s dynamiques :
∀k < n, λk(φ) < λn(φ).
Pour une application cohomologiquement dilatante, la concavite´ de la suite des degre´s dy-
namiques e´quivaut a` la suite d’ine´galite´s
1 = λ0(φ) 6 · · · 6 λn−1(φ) < λn(φ) = degtop(φ).
Un exemple simple de transformation cohomologiquement dilatante est fourni par les endo-
morphismes holomorphes de Pn qui sont de degre´ au moins 2. L’un des inte´reˆts des applications
cohomologiquement dilatantes re´side en la proprie´te´ suivante, conse´quence des travaux de For-
naess et Sibony, Briend et Duval, Dinh et Sibony, Guedj (cf. [Can06]).
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The´ore`me 5.1.6 Soit X une varie´te´ de Calabi-Yau projective lisse, de dimension n. Si X
posse`de un endomorphisme rationnel cohomologiquement dilatant, alors il existe une application
me´romorphe surjective
Cn 99K X.
Plus ge´ne´ralement, le re´sultat suivant est valable pour toute varie´te´ projective lisse X :
si X posse`de un endomorphisme rationnel φ : X 99K X cohomologiquement dilatant, alors il
existe une application rationnelle Cn 99K X dont l’image est le comple´mentaire d’une re´union
au plus de´nombrable d’ensembles analytiques ferme´s de codimension 1. Ce re´sultat s’obtient
graˆce a` des techniques de dynamique holomorphe, qui permettent de de´montrer l’existence de
points pe´riodiques re´pulsifs convenables (pre´cise´ment, dans le support de la mesure d’entropie
maximale de φ).
Malheureusement, bon nombre des exemples connus d’endomorphismes rationnels sur les
varie´te´s de Calabi-Yau ne sont pas cohomologiquement dilatants.
Exemple 5.1.7 On a vu (exemple 1.2.5, partie I) que les surfaces K3 munies d’un pinceau
elliptique posse`dent des transformations rationnelles, obtenues en utilisant la multiplication dans
les fibres elliptiques. Ces transformations rationnelles ne sont pas cohomologiquement dilatantes.
Cela est duˆ au fait qu’elles laissent stable la base du pinceau : elles ne sont dilatantes que dans
la direction des fibres.
En revanche, les transformations rationnelles des surfaces de Kummer induites par les ho-
mothe´ties du tore complexe associe´ (exemple 1.2.6, partie I) sont cohomologiquement dilatantes.
Serge Cantat conside`re e´galement des exemples de surfaces K3 munies de plusieurs pinceaux
elliptiques, ce qui fournit plusieurs groupes de transformations rationnelles, et permet de les
composer entre elles ([Can06]). Les exemples conside´re´s sont les hypersurfaces de degre´ (2, 2, 2)
de P1×P1×P1, et les reveˆtements doubles de P1×P1 ramifie´s le long d’une courbe de bidegre´
(4, 4). Pour ces deux exemples, un calcul explicite montre qu’en composant les applications
rationnelles fournies par les diffe´rentes fibrations elliptiques, on obtient dans le cas ge´ne´rique
uniquement des transformations rationnelles qui ne sont pas cohomologiquement dilatantes.
Pourtant, les transformations des hypersurfaces de P1 × P1 × P1 s’obtiennent comme des
de´formations de transformations line´aires sur des surfaces de Kummer. Mais le fait d’eˆtre coho-
mologiquement dilatante n’est pas stable par de´formations, car les degre´s dynamiques varient
seulement semi-continuˆment.
Exemple 5.1.8 La transformation rationnelle de la varie´te´ de Fano des droites d’une hypersur-
face cubique de P5 construite par Claire Voisin ([Voi04b]) n’est pas non plus cohomologiquement
dilatante. En effet, ses degre´s dynamiques sont 1, 7, 31, 28 et 16. Ils ont e´te´ calcule´s par Ekaterina
Amerik ([Ame07]).
Remarque 5.1.9 La classification des surfaces projectives complexes X pour lesquelles il ex-
iste une application holomorphe C2 → X ge´ne´riquement de rang maximal a e´te´ effectue´e par
Buzzard et Lu ([BL00]), sauf dans le cas des surfaces K3 pour lesquelles on ne sait pas s’il existe
en ge´ne´ral une telle application. Ces re´sultats sont en accord avec les conjectures pre´sente´es
au chapitre 4, et co¨ıncident avec ce que l’on sait au sujet des endomorphismes rationnels des
surfaces K3.
Si κ(X) = 2, alors X n’est clairement pas dominable par C2. Si κ(X) = −∞, X est bira-
tionnellement e´quivalente a` une surface re´gle´e ; elle est alors domine´e par C2 si et seulement si
la base du re´glage est de genre infe´rieur a` 1 (ce qui e´quivaut a` q = h0(X,ΩX) 6 1). Si κ(X) = 1,
alors X est une surface elliptique ; elle est domine´e par C2 si et seulement si la base orbifolde
de la fibration elliptique (cf. paragraphe 4.4.1) n’est pas de type ge´ne´ral.
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Si κ(X) = 0, on ne sait pas quelles sont les surfaces domine´es par C2. Le cas des surfaces
ayant un reveˆtement bime´romorphe a` une surface abe´lienne est trivial. Dans le cas des surfaces
K3, Buzzard et Lu montrent que les surfaces K3 posse´dant un pinceau elliptique et les surfaces
de Kummer sont domine´es par C2.
5.1.2 Applications a` la densite´ potentielle
Surfaces K3 elliptiques
Dans [BT00], Bogomolov et Tschinkel de´montrent le re´sultat suivant.
The´ore`me 5.1.10 Soit X une surface K3 de´finie sur un corps de nombre k. Si X posse`de une
fibration elliptique X → P1, alors les points rationnels de X sont potentiellement denses.
Ce re´sultat est a` rapprocher de celui obtenu par Buzzard et Lu (cf. remarque 5.1.9 ci-dessus),
qui prouve l’existence d’une application holomorphe C2 → X ge´ne´riquement de rang maximal.
L’ingre´dient essentiel de la preuve est l’existence de transformations rationnelles sur X,
obtenues en utilisant la multiplication le long des fibres elliptiques de la fibration (exemple
1.2.5, partie I), et qui permettent de propager les points rationnels d’une section le long des
fibres. Ceci prend la forme suivante.
Proposition 5.1.11 Soit pi : E → B une fibration elliptique de´finie sur un corps de nombres
k. On suppose qu’il existe une multisection M qui n’est pas de torsion, et telle que les points
k-rationnels de M sont denses. Alors les points k-rationnels de E sont denses.
Cet e´nonce´ ne´cessite quelques e´claircissements. Une multisection M est une sous-varie´te´
ferme´e M ⊂ E qui est ge´ne´riquement finie au-dessus de B.
M
Â Ä //
ÃÃA
AA
AA
AA
A E
pi
²²
B
On peut voir une multisection comme l’adhe´rence d’une multisection de la fibre ge´ne´rique, au
sens suivant. On note F = k(B) le corps de fonctions de B. La varie´te´ E fournit une varie´te´ EF
de´finie sur F . Alors, une multisection de EF est un point de EF qui est de´fini sur une extension
finie de F .
Le degre´ d d’une telle multisection M◦ de la fibre ge´ne´rique est de´fini comme le plus petit
degre´ d’une extension F ′/F sur laquelle le point M◦ est de´fini. La multisection M◦ s’identifie
alors a` un ensemble {m1, . . . ,md} de d points conjugue´s de EF .
Le 0-cycle m1+ · · ·+md est de´fini sur F , et induit donc un point F -rationnel de la jacobienne
Jd(EF ) parame´trant les fibre´s en droites de degre´ d sur EF . Soit F ′/F une extension sur laquelle
un point m1 est de´fini. On peut alors conside´rer le point F ′-rationnel
τM := (m1 + · · ·+md)− d ·m1 ∈ J0(EF )(F ′).
La fibration jacobienne J0(EF ) e´tant canoniquement munie d’une section nulle, on dit que la
multisection M est de torsion quand le point τM est de torsion.
Preuve de la proposition 5.1.11. Par changement de baseM◦ → B, on obtient une fibration
jacobienne EM◦ ∼= J0(EM◦), la section nulle e´tant donne´e par la diagonale ∆ :M◦ ↪→ E ×BM◦.
Cette fibration jacobienne est munie d’une section τM qui n’est pas de torsion. L’ensemble Z ·τM
est donc dense dans J0(EM ). Comme les points rationnels de M sont denses, ceci prouve que les
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points rationnels sont denses dans EM◦ . Comme cette fibration domine E , cela prouve la densite´
des points rationnels de E .
¤
Bien entendu, il existe un re´sultat analogue a` la proposition 5.1.11 pour les fibrations
abe´liennes a` fibres de dimension quelconque. Il faut alors remplacer l’hypthe`se que M n’est
pas de torsion par l’hypothe`se plus forte qu’elle est non de´ge´ne´re´e.
Le reste de la preuve du the´ore`me 5.1.10 consiste a` montrer que les surfaces K3 elliptiques
posse`dent des multisections rationnelles qui ne sont pas de torsion. On peut meˆme choisir ces
multisections avec un degre´ arbitrairement grand. On renvoie au texte [Has03] pour diffe´rentes
approches permettant de de´montrer cela. La plus naturelle emploie le groupe de Tate-Sˇafarevicˇ.
Remarque 5.1.12 Bogomolov et Tschinkel montrent e´galement le re´sultat suivant, plus facile.
Soit X une surface K3 de´finie sur un corps de nombres k. Si la varie´te´ complexe X(C) posse`de
un groupe d’automorphismes infini, alors les points rationnels de X sont potentiellement denses
sur k.
Notons que cet e´nonce´ ne requiert aucune hypothe`se sur le degre´ des transformations ex-
istant sur X(C). Ce re´sultat s’obtient en prouvant qu’il existe une classe de diviseur effectif
[D] inde´composable, dont l’orbite dans H2(X,Z) sous l’action des automorphismes est infinie.
On conclut alors en utilisant le fait qu’il existe une courbe rationnelle (singulie`re) dans X qui
repre´sente [D].
Varie´te´ des droites d’une cubique de P5
On va maintenant expliquer de quelle manie`re on peut utiliser les transformations rationnelles
construites sur ces varie´te´s par Claire Voisin ([Voi04b], cf. exemple 1.2.7, partie I) pour prouver
des re´sultats de densite´ potentielle.
Soit X la varie´te´ de Fano des droites d’une hypersurface cubique lisse V ⊂ P5. On a vu qu’il
existe une application rationnelle
φ : X 99K X
de degre´ 16. La varie´te´ X est lisse, hyperka¨hlerienne et de dimension 4. Pour V ge´ne´rique,
elle satisfait a` Pic(X) ∼= Z. On a de´ja` vu au paragraphe 1.2.2, partie I, que ceci entraˆıne que
toute fibration rationnelle de´finie sur B a des fibres de type ge´ne´ral, en vertu d’un the´ore`me
duˆ a` Amerik et Campana ([AC05]). On a vu e´galement que ceci implique qu’il n’existe pas de
fibration rationnelle sur X qui soit pre´serve´e par φ.
D’autre part, Amerik et Campana associent une fibration me´romorphe a` tout endomorphisme
rationnel ([AC05]).
The´ore`me 5.1.13 Soit X une varie´te´ ka¨hlerienne compacte, et φ : X 99K X une application
rationnelle dominante. Alors il existe une application me´romorphe φ-invariante
pi : X 99K T,
dont la fibre ge´ne´rale Xt est l’adhe´rence de Zariski de l’ensemble des ite´re´s par φ d’un point
ge´ne´ral de Xt (ge´ne´ral signifiant hors d’une re´union de´nombrable de ferme´s alge´briques propres).
Dans le cas ou`X est la varie´te´ de Fano des droites de la cubique V , on a donc ou bien dimT =
dimX ou bien dimT = 0 dans la fibration pre´ce´dente. Il est impossible d’avoir dimT = dimX
car deg(φ) > 1, donc T est un point. Ceci implique que l’orbite d’un point ge´ne´ral de X sous
l’action de φ est dense dans X pour la topologie de Zariski.
En fait, le the´ore`me 5.1.13 est vrai pour tout corps k alge´briquement clos et de caracte´ris-
tique nulle si on fait l’hypothe`se plus forte que X est projective. C’est insuffisant pour prouver
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la densite´ potentielle des points rationnels de X sur un corps de nombres k, puisque dans ce cas
k est de´nombrable, et il peut tre`s bien n’y avoir aucun point rationnel de´fini sur une extension
finie k′/k et dont l’orbite sous l’action de φ soit dense. En revanche, cela permet a` Amerik et
Campana de de´montrer que si X est de´finie sur un corps de fonctions, alors ses points rationnels
sont potentiellement denses.
Pour les varie´te´s de´finies sur un corps de nombres, Amerik et Voisin ont obtenu le re´sultat
suivant ([AV07]).
The´ore`me 5.1.14 Soit k un corps de nombres. Pour beaucoup d’hypersurfaces cubiques V ⊂
P5 de´finies sur k, telles que la varie´te´ de Fano X des droites de V satisfait a` Pic(XC) ∼= Z, les
points rationnels de X sont potentiellement denses.
Leur preuve utilise non seulement l’endomorphisme φ : X → X (qui est de´fini sur le corps k),
mais e´galement le fait que X est couverte par une famille (Σb) de surfaces qui sont birationnelles
a` des surfaces abe´liennes ([Voi03], cf. exemple 4.2.18, partie II). Pour une telle surface Σb0 de´finie
sur k, les points rationnels sont potentiellement denses dans Σb0 . La preuve d’Amerik et Voisin
consiste alors a` montrer que la re´union de´nombrable des surfaces φj(Σb0), j ∈ N∗, est dense
dans X pour la topologie de Zariski.
Il est pre´cise´ dans l’article [AV07] quelles sont les ”nombreuses” hypersurfaces cubiques pour
lesquelles la conclusion du the´ore`me est vraie.
5.2 K-autocorrespondances
La plupart des re´sultats pre´sente´s dans ce paragraphe sont issus de l’article [Voi04b]. Les
preuves donne´es ici seront souvent succintes. Lorsque c’est le cas, on renvoie au chapitre 6 pour
des preuves de´taille´es, ou` ces notions sont adapte´es a` un contexte logarithmique (cf. [Ded08]).
5.2.1 De´finition
De´finition 5.2.1 Soient X et Y deux varie´te´s complexes lisses de dimension n. Une K-corres-
pondance entre X et Y est un sous-ensemble analytique ferme´ Σ ⊂ X×Y re´duit et de dimension
n, tel que les deux projections sur X et Y sont ge´ne´riquement de rang maximal, et qui satisfait
de plus aux deux conditions suivantes :
(i) la restriction pr1|Σ est propre ;
(ii) soient τ : Σ˜→ Σ une de´singularisation, f := pr1 ◦ τ : Σ˜→ X, et g := pr2 ◦ τ : Σ˜→ Y ; on
a l’ine´galite´ entre les diviseurs de ramification sur Σ˜
Rf 6 Rg.
Σ˜
τ
²²
f
¨¨²²
²²
²²
²²
²²
²²
²²
g
ºº/
//
//
//
//
//
//
/
Σ
pr1~~ ~
~~
~~
~
pr2 ÂÂ@
@@
@@
@@
X Y
(5.3)
Pour que la proprie´te´ (ii) soit ve´rifie´e pour n’importe quelle de´singularisation τ : Σ˜ → Σ,
il suffit de trouver une de´singularisation particulie`re pour laquelle c’est le cas. Une autre fac¸on
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d’exprimer cette condition (ii), est de dire qu’on impose que l’application
JeΣ := g∗ ◦ f−1∗ : f∗ (∧n TX)→ g∗ (∧n TY ) (5.4)
soit holomorphe. On l’appelle le morphisme jacobien ge´ne´ralise´.
Une application holomorphe φ : X → Y ge´ne´riquement finie induit une K-correspondance :
il est imme´diat de ve´rifier que son graphe Γ ⊂ X × Y satisfait aux hypothe`ses de la de´finition
5.2.1. Dans ce cas, le jacobien ge´ne´ralise´ (5.4) est le dual de l’inclusion de faisceaux
g∗KY = KX(−Rφ) ⊂ KX ,
que l’on peut voir comme une inclusion entre sous-faisceaux de KΓ.
Comme pour les morphismes, il est possible de composer les K-correspondances. Les jacobi-
ens ge´ne´ralise´s se comportent alors exactement comme dans le cas des morphismes. Soit Z une
troisie`me varie´te´ complexe lisse de dimension n.
Proposition 5.2.2 Soient Σ ⊂ X × Y et Σ′ ⊂ Y × Z deux K-correspondances. On de´finit la
composition Σ′ ◦ Σ comme la re´union des composantes de
pr13
(
pr−112 (Σ) ∩ pr−123 (Σ′)
)
sur lesquelles les deux projections sur X et Z sont ge´ne´riquement de rang maximal. Le ferme´
analytique Σ′ ◦ Σ ⊂ X × Z de´finit une K-correspondance.
Dans la proposition ci-dessus, prij de´signe la projection de X×Y ×Z sur les i-e`me et j-e`me
facteurs. On renvoie au paragraphe 6.2.2 pour une preuve de ce re´sultat. Il justifie la de´finition
suivante.
De´finition 5.2.3 Une K-isocorrespondance entre X et Y est une K-correspondance Σ ⊂ X×Y
telle que la transpose´e ΣT ⊂ Y ×X soit elle aussi une K-correspondance.
Les K-isocorrespondances sont celles pour lesquelles les deux restrictions pr1|Σ et pr2|Σ sont
propres, et pour lesquelles on a l’e´galite´
Rf = Rg
dans la condition (ii) de la de´finition 5.2.1.
5.2.2 Exemples
Nous allons maintenant donner des exemples d’endomorphismes au sens des K-correspon-
dances pour les varie´te´s a` fibre´ canonique trivial. Ils sont issus de l’article [Voi04b]. La plupart
seront desK-autocorrespondances, i.e. desK-isocorrespondances entre une varie´te´ et elle-meˆme.
Avant toute chose, commenc¸ons par le constat e´le´mentaire suivant.
Lemme 5.2.4 Soit X une varie´te´ complexe lisse dont le fibre´ canonique KX est trivial. Soit
φ : X 99K X une application rationnelle dominante. Alors le graphe de φ
Γ ⊂ X ×X
est une K-autocorrespondance.
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Preuve. Le graphe de φ s’obtient de la manie`re suivante. Il existe un ouvert de Zariski U ⊂ X
sur lequel φ est de´finie. Ceci de´finit un graphe ΓU ⊂ U ×X. Par de´finition, le graphe Γ de φ est
l’adhe´rence de Zariski de ΓU dans X ×X.
La restriction de Γ a` U est isomorphe a` U , et en particulier est lisse. Par le lemme de
de´singularisation d’Hironaka 3.2.2, on peut conside´rer une de´singularisation Γ˜ → Γ qui est
un isomorphisme au-dessus de U , et tel que le comple´mentaire de ΓU dans Γ˜ est un diviseur.
Une telle de´singularisation s’obtient comme une se´rie d’e´clatements. On obtient de la sorte le
diagramme suivant.
Γ˜
²² eφ
½½5
55
55
55
55
55
τ
¼¼
Γ
²² $$H
HHH
HHH
X
φ
//___ X
Conside´rons une forme diffe´rentielle holomorphe globale sur X, de degre´ n et partout non
nulle η. C’est un ge´ne´rateur de H0(X,KX). Comme τ est un isomorphisme au-dessus de U ,
toute forme diffe´rentielle holomorphe globale sur Γ˜ est un multiple de τ∗η. En particulier, il
existe λ ∈ C tel que
φ˜∗η = λ · τ∗η. (5.5)
Ces deux formes diffe´rentielles holomorphes globales sur Γ˜ s’annulent respectivement le long des
diviseurs Reφ et Rτ , puisque η est une section globale partout non nulle de KX . L’e´galite´ (5.5)
donne donc l’e´galite´ Rτ = Reφ entre les diviseurs de ramification. Les autres conditions pour que
Γ soit une K-autocorrespondance sont clairement satisfaites.
¤
Nous allons maintenant donner des exemples de K-correspondances qui ne sont pas des
graphes d’application rationnelle. Pour les varie´te´s a` fibre´ canonique trivial, on peut utiliser la
remarque suivante pour prouver qu’une correspondance Σ est une K-autocorrespondance.
Remarque 5.2.5 Soient X une varie´te´ projective a` fibre´ canonique trivial, et Σ ⊂ X ×X un
ferme´ analytique re´duit et de dimension n = dimX, tel que les deux projections sur X sont
propres, et ge´ne´riquement de rang maximal. Soit τ : Σ˜ → Σ une de´singularisation. On note
f = pr1 ◦ τ et g = pr2 ◦ τ comme dans le diagramme (5.3).
Soit η ∈ H0(X,KX) une forme diffe´rentielle holomorphe de degre´ maximal partout non nulle.
S’il existe λ ∈ C∗ tel que
f∗η = λ · g∗η, (5.6)
alors Σ est une K-autocorrespondance. En effet, comme η est une section globale partout non
nulle du fibre´ en droites KX , f∗η et g∗η s’annulent le long des diviseurs de ramification Rf
et Rg respectivement. L’e´galite´ (5.6) de formes diffe´rentielles sur Σ˜ implique donc l’e´galite´ de
diviseurs Rf = Rg.
D’autre part, (5.6) donne
f∗(η ∧ η) = |λ|2g∗(η ∧ η).
Comme X est compacte, on peut inte´grer cette e´galite´ sur Σ˜. Cela donne la relation
deg f = |λ|2 deg g.
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Exemple 5.2.6 Soit A une varie´te´ abe´lienne de dimension a. On conside`re deux entiers m et
m′ premiers entre eux, et on pose
Σ := A Â
Ä //
(m,m′)
A×A,
ou` l’inclusion est donne´e par les multiplications parm etm′ dans chaque facteur respectivement.
Soit η une forme holomorphe de degre´ maximal partout non nulle sur A. On a l’e´galite´ de formes
holomorphes
1
ma
pr∗1η =
1
m′a
pr∗2η
sur la varie´te´ lisse Σ. Donc d’apre`s la remarque 5.2.5, Σ est une K-autocorrespondance, et on a
deg pr1 =
m2a
m′2a
deg pr2.
Exemple 5.2.7 SoitM ⊂ PN une intersection comple`te ge´ne´rique de k hypersurfaces de degre´s
respectifs d1 6 · · · 6 dk, telle que dk > 3, et telle que la varie´te´ de Fano X ⊂ Gr(r + 1, N + 1)
parame´trant les r-plans contenus dans M soit lisse et de la bonne dimension.
On choisit les nombres r, N et di de sorte que X soit a` fibre´ canonique trivial de la manie`re
suivante. Le fibre´ canonique de la grassmannienne estKG = −(N+1)·L, ou` L est le de´terminant
du fibre´ E , qui est le dual du fibre´ tautologique. L’intersection comple`te M est donne´e par une
section (σ1, . . . , σk) de OPN (d1)⊕ · · · ⊕OPN (dk), et la varie´te´ de Fano de ses r-plans est le lieu
des ze´ros de la section (σ˜1, . . . , σ˜k) de Symd1E ⊕ · · · ⊕ SymdkE correspondante. On obtient donc
par adjonction
KX = −(N + 1) · L|X +
∑
16i6k det
(
SymdiE
)
|X
.
D’autre part, si E est un fibre´ vectoriel de rang q, on a pour tout entier l l’isomorphisme
det(SymlE) ∼= (detE)⊗α, α = h0(Pq,OPq (l − 1)). Appliquant ce re´sultat a` E , on obtient
finalement
KX =
[
−(N + 1) +∑16i6kh0 (Pr+1,OPr+1(di − 1))] · L|X .
Ceci montre que pour tous r et di, il existe exactement une dimension N telle que X soit a` fibre´
canonique trivial.
On choisit alors deux entiersm < m′ tels quem+m′ = dk. On note Z l’intersection comple`te
dans PN de´finie par (σ1, . . . , σk−1), et XZ la varie´te´ de Fano des (r + 1)-plans contenus dans
Z. La varie´te´ M est une hypersurface dans Z, de´finie par une e´quation de degre´ dk. On de´finit
Σ˜ := {(P1, P2, P ) ∈ X ×X ×XZ , t.q. mP1 +m′P2 ⊂ P ∩M} ,
et on appelle f et g les projections sur les premier et second facteurs respectivement. Claire
Voisin prouve alors que Σ˜ est lisse et de dimension n, et que c’est une K-autocorrespondance
de X, satisfaisant a` deg f < deg g ([Voi04b]).
La construction d’un endomorphisme rationnel φ : X 99K X de degre´ 16 quand X est la
varie´te´ des droites d’une cubique de P5 est un cas particulier de la construction ci-dessus, ou` Σ˜
est le graphe de l’application rationnelle φ.
Le dernier exemple est plus difficile, et ne´cessite le re´sultat suivant, initialement duˆ a` Mum-
ford ([Mum68]), qui concerne l’ope´ration de tirer-en-arrie`re des formes holomorphes par des
correspondances.
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The´ore`me 5.2.8 Soient X et Y deux varie´te´s projectives lisses de dimension n. Soit Γ ⊂ Y ×X
un ferme´ alge´brique ge´ne´riquement fini au-dessus de Y . On suppose qu’il existe un sous-ensemble
ferme´ alge´brique propre X ′ ⊂ X, tel que pour tout y ∈ Y , le 0-cycle Γ∗y soit rationnellement
e´quivalent a` un 0-cycle supporte´ dans X ′. Alors pour toute forme holomorphe de degre´ maximal
ηX ∈ H0(X,KX), on a
Γ∗ηX = 0
sur Y .
On renvoie au paragraphe 1.5.1 pour la de´finition de l’e´quivalence rationnelle et des groupes
de Chow. L’application pousser-en-avant
Γ∗ : CH0(Y )→ CH0(X)
est de´finie via le produit d’intersection par Γ∗Z := pr2∗(Γ ·pr1∗Z). L’application tirer-en-arrie`re
sur les formes holomorphes globales de degre´ maximal est de´finie comme pour (5.1) par la
composante
[Γ]0 ∈ Hn,0(Y )⊗H0,n(X) ∼= H0(Y,KY )⊗H0(X,KX)∨
de la classe de cycle [Γ] ∈ Hn,n(Y ×X) dans la de´composition de Ku¨nneth (5.2). On conside`re
donc les formes globales comme des classes de cohomologie pour pouvoir appliquer la dualite´ de
Poincare´.
Le re´sultat original prouve´ par Mumford concerne les surfaces, et lui sert a` e´tablir le corollaire
suivant (dans le cas n = 2), qui implique le re´sultat commune´ment appele´ the´ore`me de Mumford,
et de´ja` cite´ paragraphe 1.5.2 (the´ore`me 1.5.9). Il s’obtient en appliquant le the´ore`me 5.2.8 a` la
diagonale ∆X ⊂ X ×X.
Corollaire 5.2.9 Soit X une varie´te´ projective lisse de dimension n. On suppose qu’il existe
une sous-varie´te´ propre j : X ′ ⊂ X telle que l’application
j∗ : CH0(X ′)→ CH0(X)
est surjective. Alors on a H0(X,KX) = 0.
La preuve de Mumford du the´ore`me 5.2.8 a e´te´ formalise´e un peu diffe´remment par Bloch
et Srinivas ([Blo80], [BS83]). Ils utilisent une de´composition de la classe de Γ dans le groupe de
Chow CHn(Y ×X) (cf. [Voi02], chapitre 22). On reviendra sur cette ope´ration de tirer-en-arrie`re
des formes holomorphes par des correspondances au paragraphe 6.5.3, cette fois sans les re´aliser
comme des classes de cohomologie.
Les re´sultats ci-dessus permettent d’exhiber de nouveaux exemples de K-correspondances
sur des varie´te´s de Calabi-Yau. Il s’agit d’une des constructions les plus importantes de l’article
[Voi04b]. On renvoie au paragraphe 6.5.3 pour le de´tail des preuves.
Exemple 5.2.10 Soit X une varie´te´ projective complexe lisse, telle qu’il existe un plongement
j : X ⊂ Y dans une varie´te´ Y rationnellement connexe, tel que X ∈ | − KY |. Cette dernie`re
condition assure la trivialite´ du fibre´ canoniqueKX par la formule d’adjonction. On va construire
des K-autocorrespondances de X en s’inspirant de la de´finition ge´ome´trique de l’addition sur
une courbe elliptique re´alise´e comme une courbe cubique lisse dans P2.
Comme Y est rationnellement connexe, il existe des courbes rationnelles passant par un
nombre arbitraire de points donne´s, et avec un fibre´ normal arbitrairement ample ([KMM92b],
cf. [Bon08]). Ceci permet, pour tous entiers positifs distincts m et m′, de conside´rer une courbe
rationnelle C0 satisfaisant aux deux conditions suivantes :
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(i) l’intersection C0 ∩X s’e´crit m ·x0+m′ · y0+ z0 en tant que diviseur sur C0, ou` x0 et y0 sont
deux points distincts, et z0 est un 0-cycle re´duit dont le support ne contient ni x0 ni y0 ;
(ii) les de´formations du sous-sche´ma C0 ⊂ Y induisent des de´formations arbitraires du M -jet
de C0 aux points x0 et y0 (M = max(m,m′)).
On choisit de plus une hypersurface W ⊂ X contenant le 0-cycle z0. On note |C0| l’espace
parame´trant les de´formations du sous-sche´ma C0 ⊂ Y . On pose alors
Σ˜ := {(x, y, C) ∈ X ×X × |C0|, t.q. C ∩X = m · x+m′ · y + z, supp(z) ⊂W} ,
et on note f et g les projections naturelles Σ˜ → X. En fait on conside`re plutoˆt l’unique com-
posante irre´ductible de Σ˜ qui passe par le point (x0, y0, C0). Le sche´ma de Hilbert |C0| est
lisse en C0, de dimension h0(C0, NC0/Y0), ce qui vaut −KY · C0 + n − 2 d’apre`s la formule de
Riemann-Roch pour les fibre´s vectoriels sur les courbes. Pour un choix ge´ne´rique de W , on a
alors que Σ˜ est lisse au point (x0, y0, C0) et de dimension
dimΣ′ = dim |C0| − [(m− 1) + (m′ − 1) + deg z0] = n,
en utilisant le fait que X ∈ | −KY | pour la dernie`re e´galite´.
Soit η ∈ H0(X,KX) une n-forme diffe´rentielle holomorphe partout non nulle. On va main-
tenant montrer que
mf∗η +m′g∗η = 0. (5.7)
Ceci s’obtient en appliquant le the´ore`me de Mumford 5.2.8 a` la correspondance Γ ⊂ Σ˜ × X
qui a` un point σ = (x, y, C) ∈ Σ˜ associe le 0-cycle Γ∗σ := m · x + m′ · y sur X. Ce 0-cycle
est e´gal a` C · X − z, donc Γ se de´compose en une somme ΓC − ΓW . La correspondance ΓW
associe au point σ ∈ Σ˜ le 0-cycle (ΓW )∗σ = z, qui est supporte´ dans W . D’autre part, ΓC
associe a` σ le 0-cycle (ΓC)∗σ = j∗C (ou` C est conside´re´ comme un 1-cycle sur Y , et j est
l’inclusion X ⊂ Y ). Comme Y est rationnellement connexe, le groupe de Chow CH0(Y ) est
engendre´ par la classe d’un point quelconque de Y , et ceci entraˆıne par l’argument de Bloch
et Srinivas que CH1(Y ) est un facteur direct dans le groupe de Chow CH0(T ) d’une certaine
varie´te´ T de dimension n − 1. Finalement, il existe une sous-varie´te´ propre W ′ ⊂ X telle que
Γ∗σ est rationnellement e´quivalent a` un 0-cycle supporte´ dans W ′. Les hypothe`ses du the´ore`me
5.2.8 sont donc satisfaites, et on a mf∗η +m′g∗η = Γ∗η = 0.
Finalement, on de´finit Σ comme l’adhe´rence dans X×X de l’image de Σ˜ par (f, g) (ou plutoˆt
de l’unique composante de Σ˜ passant par (x0, y0, C0)). La correspondance Σ est de dimension
n, et la relation (5.7) implique que c’est une K-autocorrespondance d’apre`s la remarque 5.2.5.
5.2.3 Une nouvelle forme volume intrinse`que
On va maintenant utiliser les K-correspondances pour de´finir une nouvelle pseudo-forme
volume intrinse`que ΦX , inspire´e par celle de Kobayashi-Einsenman ΨX (cf. paragraphe 4.1.2),
et introduite par Claire Voisin ([Voi04b]). Les exemples du paragraphe pre´ce´dent vont permettre
de prouver la version correspondante de la conjecture de Kobayashi 4.1.27 (i.e. l’annulation de
ΦX) pour beaucoup de varie´te´s X a` fibre´ canonique trivial. Tous les re´sultats pre´sente´s ici sont
issus de [Voi04b].
De´finition 5.2.11 Soit X une varie´te´ complexe lisse de dimension n. La pseudo-forme volume
ΦX est de´finie par la pseudo-norme hermitienne associe´e sur
∧n
TX
‖ξ‖ΦX = inf
{
λ > 0, t.q. ∃Σ ⊂ Dn ×X K − correspondance et σ ∈ Σ˜,
avec f(σ) = 0, g(σ) = x, et λ · JeΣ,σ(∂/∂t1 ∧ · · · ∧ ∂/∂tn) = ξ
}
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pour tous x ∈ X et ξ ∈ ∧n TX ; Σ˜ est une de´singularisation de Σ, et les morphismes f et g sont
de´finis comme dans le diagramme (5.3).
En utilisant le fait que le groupe Aut(Dn) agit transitivement, et pre´serve la forme volume
de Poincare´ κn =
∏
16j6n(i/2)
n(dzj ∧ dzj)/(1 − |zj |2)2, qui co¨ıncide avec la forme volume
euclidienne standard en 0, on obtient comme dans la remarque 4.1.18 l’expression
(ΦX)x = inf
{
(f∗κn)σ, ou` σ ∈ Σ˜, g(σ) = x, et Σ ⊂ Dn ×X non ramifie´e en σ
}
pour tout x ∈ X, toujours avec les notations de (5.3). On dit que la K-correspondance Σ est
non ramifie´e en σ si on a l’e´galite´ Rf = Rg entre les diviseurs de ramification au voisinage de
σ. Dans ce cas, le morphisme jacobien ge´ne´ralise´
JeΣ : f∗ (∧n TDn)→ g∗ (∧n TX)
est un isomorphisme au voisinage de σ, ce qui permet l’identification de f∗κn avec une pseudo-
me´trique sur g∗ (
∧n
TX).
La pseudo-forme volume satisfait a` la proprie´te´ de de´croissance suivante, imme´diate d’apre`s
la de´finition 5.2.11 (on utilise toujours les notations du diagramme (5.3)).
Proposition 5.2.12 Soient X et Y deux varie´te´s complexes lisses de dimension n, et soit
Σ ⊂ X × Y une K-correspondance. Alors on a l’ine´galite´ de pseudo-formes volume sur Σ˜
g∗ΦY 6 f∗ΦX .
Comme dans le cas classique, le lemme d’Ahlfors-Schwarz (proposition 4.1.22) permet d’ob-
tenir des re´sultats importants. Il faut adapter le re´sultat initial pour pouvoir l’utiliser dans le
cadre des K-correspondances, on renvoie au paragraphe 6.4 pour une formulation pre´cise dans
ce contexte.
Les principaux re´sultats obtenus sont analogues au the´ore`me de Kobayashi 4.1.23 pour le
premier, et au the´ore`me de Griffiths-Kobayashi-Ochiai 4.1.24 pour le second.
The´ore`me 5.2.13 (Voisin) Si X est le polydisque Dn, ou un quotient de Dn par un groupe
agissant librement et proprement discontinuˆment, alors
ΦX = ΨX = κX ,
ou` κX est la forme volume de Poincare´ sur X.
The´ore`me 5.2.14 (Voisin) Soit X une varie´te´ projective et de type ge´ne´ral. Alors
ΦX > 0
hors d’un sous-ensemble alge´brique ferme´ propre de X.
En dehors de l’ine´galite´ imme´diate ΦX 6 ΨX et du the´ore`me 5.2.13 pre´ce´dent, on ne connaˆıt
pas de relation directe entre les deux pseudo-formes volume ΦX et ΨX . Claire Voisin conjecture
qu’elles sont e´quivalentes, au moins pour les varie´te´s projectives.
Conjecture 5.2.15 (Voisin) Soit X une varie´te´ projective lisse. Alors il existe une constante
non nulle α telle que
αΨX 6 ΦX 6 ΨX .
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Pour finir, on va ge´ne´raliser la proposition 5.1.3, qui permet de prouver l’annulation de ΨX
en exploitant l’existence de transformations rationnelles. On appliquera ensuite cette ide´e aux
exemples donne´s au paragraphe 5.2.2.
Proposition 5.2.16 Soit X une varie´te´ projective lisse, a` fibre´ canonique KX trivial. On sup-
pose qu’il existe une K-autocorrespondance Σ ⊂ X × X, telle que deg f 6= deg g. Alors la
pseudo-forme volume ΦX est nulle.
Preuve. Soit η ∈ H0(X,KX) une forme holomorphe de degre´ maximal, partout non nulle. Il
existe une fonction positive et semi-continue supe´rieurement χ telle que
ΦX = χ · (−1)
n(n−1)
2 inη ∧ η.
D’autre part, il existe λ ∈ C tel que
f∗η = λ · g∗η,
et on a deg f = |λ|2 · deg g (cf. remarque 5.2.5). Puisque deg f 6= deg g, on peut donc supposer
|λ| > 1, quitte a` conside´rer ΣT au lieu de Σ.
Finalement, en appliquant la proprie´te´ de de´croissance des volumes (proposition 5.2.12) a` Σ
et a` sa transpose´e, on obtient l’e´galite´
f∗ΦX = g∗ΦX .
Ceci implique f∗χ = |λ|2 · g∗χ, ce qui est impossible puisque χ posse`de un maximum sur X.
¤
En appliquant ce re´sultat aux exemples 5.2.6, 5.2.7 et 5.2.10 pre´ce´dents, on obtient le
the´ore`me suivant, qui de´montre la conjecture de Kobayashi 4.1.27 relativement a` ΦX pour
une grande famille de varie´te´s a` fibre´ canonique trivial. On a vu au paragraphe 4.2.3 pourquoi
le cas des varie´te´s a` KX trivial est crucial pour cette conjecture.
The´ore`me 5.2.17 (Voisin) Soit X une varie´te´ projective lisse a` fibre´ canonique trivial, sat-
isfaisant a` l’une des hypothe`ses suivantes :
(a) X est balaye´e par des varie´te´s abe´liennes ;
(b) X est la varie´te´ de Fano des r-plans contenus dans une intersection comple`te ge´ne´rique de
k hypersurfaces de degre´s d1 6 · · · 6 dk dans PN , avec dk > 3 ;
(c) X est une hypersurface lisse dans une varie´te´ rationnellement connexe Y , appartenant a` la
classe anti-canonique | −KY |.
Alors la pseudo-forme volume ΦX est nulle sur X.
Le cas (a) est bien suˆr a` rapprocher des conjectures de Lang (cf. paragraphe 4.2.3). Quant au
cas (c), il contient toutes les intersections comple`tes dans une varie´te´ de Fano avec un nombre
de Picard e´gal a` 1.
Pour finir, notons que l’argument de fond utilise´ pour prouver le the´ore`me ci-dessus est
orthogonal a` la ge´ome´trie des varie´te´s de type ge´ne´ral par la remarque suivante.
Remarque 5.2.18 Soient X une varie´te´ projective de type ge´ne´ral, et Σ ⊂ X × X une K-
autocorrespondance. Alors on a
deg f = deg g,
toujours en utilisant les notations du diagramme (5.3).
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On va prouver cette e´galite´ dans le cas ou`KX est ample, pour simplifier. Comme les diviseurs
Rf et Rg sont e´gaux, on a
f∗KX = KeΣ −Rf = KeΣ −Rg = g∗KX .
On en de´duit (f∗KX)2 = (g∗KX)2, et donc
deg f · (KX)2 = deg g · (KX)2.
Comme KX est ample, on a (KX)2 > 0, et l’e´galite´ des degre´s est de´montre´e.
Chapitre 6
Intrinsic pseudo-volume forms for
logarithmic pairs
6.1 Introduction et principaux re´sultats
Le travail pre´sente´ dans ce chapitre consiste en l’e´tude d’une synthe`se de deux variantes de la
pseudo-forme volume ΨX de Kobayashi-Eisenman, pre´sente´e au paragraphe 4.1.2 : on remplace
d’une part les applications holomorphes par des K-correspondances, comme dans [Voi04b], et
d’autre part le fibre´ canonique par le fibre´ canonique logarithmique.
Dans le cas classique, on s’attend a` ce que les proprie´te´s de ΨX soient dicte´es par la dimen-
sion de Kodaira de la varie´te´ X. D’une part, le the´ore`me de Griffiths-Kobayashi-Ochiai 4.1.24
([Gri71], [KO75]) dit que si X est de type ge´ne´ral (i.e. si KX est gros, ou encore si la dimen-
sion de Kodaira κ(X) est maximale e´gale a` dimX), alors ΨX est ge´ne´riquement non-de´ge´ne´re´e.
Dans ce cas, on dit que X est hyperbolique au sens de la mesure infinite´simale. D’autre part, la
conjecture de Kobayashi 4.1.27 pre´dit re´ciproquement que si X n’est pas de type ge´ne´ral, alors
ΨX s’annule sur un ouvert de Zariski de X.
Dans le cas ou` X est une courbe projective, ceci est explique´ par le the´ore`me d’uniformisa-
tion de Klein-Poincare´ 3.1.1. Si g(X) 6 1 (i.e. si X n’est pas de type ge´ne´ral), alors ΨX = 0
car le reveˆtement universel holomorphe de X est P1 ou C. Si g(X) > 2, alors X est un quo-
tient du disque unite´ D, et ΨX est e´gale a` la forme volume de Poincare´. La conjecture de
Kobayashi est e´galement de´montre´e en dimension 2 (cf. [GG80]), graˆce a` la classification des
surfaces de Kodaira-Enriques. Un argument essentiel dans la preuve est le fait que les surfaces
K3 sont balaye´es par des courbes elliptiques (singulie`res, cf. the´ore`me 1.3.8). En dimension quel-
conque, la conjecture de Kobayashi est connue pour les varie´te´s de Fano, puisque celles-ci sont
rationnellement connexes et donc unire´gle´es (cf. lemme 4.1.28), et pour les varie´te´s abe´liennes.
Combine´ aux conside´rations de´veloppe´es page 78 (sous la remarque 4.2.15), ceci indique que le
point crucial de la conjecture de Kobayashi est le cas des varie´te´s de Calabi-Yau.
On a explique´ au paragraphe 5.2.3 comment Claire Voisin ([Voi04b] a de´fini une pseudo-forme
volume ΦX a` partir de ΨX , en utilisant des K-correspondances. Cette nouvelle pseudo-forme
volume satisfait elle aussi a` un re´sultat analogue au the´ore`me de Griffiths-Kobayashi-Ochiai
(the´ore`me 5.2.14), et s’annule pour beaucoup de varie´te´s de Calabi-Yau (cf. the´ore`me 5.2.17).
Ceci constitue une e´tape importante en direction de la conjecture de Kobayashi.
On se propose dans ce chapitre de de´finir pour une paire logarithmique (X,D) une pseudo-
forme volume ΦX,D analogue a` la pseudo-forme volume ΦX de´finie par Claire Voisin.
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L’un des inte´reˆts des paires logarithmiques est qu’elles fournissent une bonne manie`re d’e´tu-
dier les varie´te´s ouvertes. Soit U une varie´te´ ouverte, comple´mentaire dans une varie´te´ projective
X d’un diviseur D. On a vu au paragraphe 3.2 comment l’e´tude du fibre´ log-canonique KX(D)
permet d’obtenir des informations sur U . En particulier, la cohomologie de Betti de U se cal-
cule comme l’hypercohomologie du complexe de de Rham logarithmique Ω•X(log D), et on a
KX(D) = det
(
Ω1X(log D)
)
.
La the´orie des orbifoldes de´veloppe´e par Campana (cf. paragraphe 4.4.1) indique un autre
aspect inte´ressant des paires logarithmiques. Cette the´orie souligne qu’il est parfois plus judicieux
de conside´rer un fibre´ canonique orbifolde KX +∆ plutoˆt que le fibre´ canonique standard KX .
En particulier, pour obtenir une bonne de´finition de la dimension de Kodaira d’une fibration
me´romorphe f : X 99K Y , il faut conside´rer la dimension d’Iitaka κ(Y,KY + ∆(f)) du fibre´
KY +∆(f), ou` ∆(f) est un Q-diviseur correspondant aux fibres multiples de la fibration f .
On conside`re ici X une varie´te´ complexe lisse et de dimension n, et D un diviseur de Weil a`
croisements normaux sur X, et dont la partie positive est re´duite (ici, a` croisements normaux
signifie que le support de D est a` croisements normaux). On ne suppose pas a priori que D
est effectif, ni meˆme qu’il posse`de une partie positive non nulle. On construit une pseudo-forme
volume ΦX,D sur la paire (X,D) satisfaisant aux proprie´te´s suivantes.
The´ore`me A (i) Il existe une pseudo-forme volume logarithmique (en ge´ne´ral singulie`re) ΦX,D
sur la paire (X,D), i.e. une pseudo-me´trique (en ge´ne´ral singulie`re) sur le fibre´ inversible∧n
TX(−D). Elle satisfait a` la proprie´te´ de fonctorialite´ suivante. Soit Y une varie´te´ com-
plexe lisse de dimension n, et ν : Y → X un morphisme propre, de diviseur de ramification R
tel que ν∗D−R est un diviseur a` croisements normaux dont la partie positive est re´duite. Alors
on a
ν∗ΦX,D = ΦY,ν∗D−R (6.1)
(si ν n’est pas propre, on a seulement l’ine´galite´ ν∗ΦX,D 6 ΦY,ν∗D−R).
(ii) Soient D et D′ deux diviseurs de Weil a` croisements normaux sur X, dont les parties
positives sont re´duites. Si D 6 D′, alors ΦX,D 6 ΦX,D′ .
(iii) Si D = 0, alors ΦX,0 = ΦX .
On effectue cette construction en suivant celle de ΦX dans [Voi04b]. On remplace les appli-
cations holomorphes entre Dn et X dans la de´finition de ΨX par des log-K-correspondances
entre (Dn,∆k) et (X,D), ou` ∆k est le diviseur donne´ dans Dn par l’e´quation zn−k+1 · · · zn = 0
(cf. de´finition 6.2.1). Dans [Voi04b], Claire Voisin utilise des K-isocorrespondances locales pour
transporter la forme volume de Poincare´ depuis Dn sur de petits ouverts dans X. Ici, on utilise
des log-K-isocorrespondances locales pour transporter la forme volume de Poincare´ logarith-
mique de la paire (Dn,∆k). Cette construction est explique´e au paragraphe 6.3. Les log-K-
correspondances sont de´finies et e´tudie´es au paragraphe 6.2.
Le paragraphe 6.4 est consacre´ a` la preuve du the´ore`me suivant, qui e´tend le the´ore`me de
Griffiths-Kobayashi-Ochiai au cadre logarithmique que nous nous sommes fixe´.
The´ore`me B Soit (X,D) une paire constitue´e d’une varie´te´ projective lisse X de dimension
n, et d’un diviseur de Weil a` croisements normaux D sur X, dont la partie positive est re´duite
et globalement a` croisements normaux. Si KX+D est ample, alors ΦX,D > 0 (au lieu de ΨX , ce
qui constitue une autre motivation pour notre construction) hors d’un ferme´ alge´brique propre
de X.
Soient X et Y deux varie´te´s projectives complexes de la meˆme dimension, et ν : Y → X un
morphisme dominant. Si X est de type ge´ne´ral, il est bien connu que la proprie´te´ de de´croissance
des volumes ν∗ΨX 6 ΨY permet d’obtenir une borne supe´rieure pour deg ν via le the´ore`me de
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Griffiths-Kobayashi-Ochiai (cf. corollaire 4.1.26). Lorsque X n’est pas de type ge´ne´ral, on ne
peut en revanche pas dire grand chose sur le degre´ de ν.
Un inte´reˆt majeur du remplacement de ΨX par ΦX,D est que l’on obtient des proprie´te´s
de de´croissance du volume beaucoup plus pre´cises (cf. the´ore`me A et paragraphe 6.3.2). En
effet, d’apre`s la formule (6.1), avec D = 0, la relation standard de de´croissance du volume est
remplace´e par une relation de conservation du volume dans le cas d’un morphisme propre dont
le diviseur de ramification est a` croisements normaux. La prise en compte de la ramification d’un
morphisme ν : Y → X fournit une plus grande pre´cision dans la comparaison des pseudo-formes
volumes (logarithmiques) intrinse`ques de X et Y respectivement.
En combinant ceci au the´ore`me B, on obtient un moyen de controˆler le degre´ d’un morphisme
dominant ν : Y → X meˆme lorsque X n’est pas de type ge´ne´ral (X et Y sont a` nouveau de la
meˆme dimension). Supposons qu’il existe un diviseur de Weil a` croisements normaux D sur X,
tel que KX +D est ample. On de´compose le diviseur de ramification R de ν en R = ν∗D + E,
ou` E est un diviseur de Weil sur Y , qui posse`de une partie ne´gative non nulle de`s que la partie
positive de D est non nulle. On suppose que E est a` croisements normaux, et que sa partie
ne´gative est re´duite. Alors, l’inte´gration sur Y de l’ine´galite´ de de´croissance des volumes
ν∗ΦX,D 6 ΦY,−E ,
qui est une e´galite´ lorsque ν est propre, fournit l’ine´galite´(∫
X
ΦX,D
)
(deg ν) 6
∫
Y
ΦY,−E . (6.2)
Les pseudo-formes volume ΦX,D et ΦY,−E peuvent avoir des poˆles le long de la partie positive de
D et de la partie ne´gative de E respectivement. Elles sont cependant inte´grables au voisinage de
ces poˆles graˆce a` l’existence de certaines singularite´s, de la meˆme fac¸on que la forme volume de
Poincare´ sur le disque e´pointe´ D \ {0} est inte´grable au voisinage de 0 (cf. lemme 6.3.6). Enfin,
on a
∫
X
ΦX,D > 0 d’apre`s le the´ore`me B, donc l’ine´galite´ (6.2) fournit une borne supe´rieure
pour deg ν.
Finalement, on prouve le re´sultat principal de ce chapitre au paragraphe 6.5. Il s’agit de
prouver l’annulation de la pseudo-forme volume ΦX,D pour une grande classe de paires a` fibre´
log-canonique trivial. Ce the´ore`me doit eˆtre vu, comme le re´sultat de Claire Voisin dont il est
adapte´, comme un pas en direction de la conjecture de Kobayashi dans sa version logarithmique.
The´ore`me C Soit Y une varie´te´ lisse rationnellement connexe, et soit (X,D) une paire telle
que X ⊂ Y est une hypersurface lisse, D ⊂ X est un diviseur re´duit et a` croisements normaux,
et D = X ∩X ′, ou` X ′ ⊂ Y est une hypersurface re´duite telle que
X +X ′ ∈ | −KY |.
Alors la pseudo-forme volume ΦX,D est nulle.
Remarquons que la formule d’adjonction implique que la varie´te´ X := X ∪ X ′ est a` fibre´
canonique trivial. En utilisant l’e´galite´ de fibre´s en droites KX(D) = (KX)|X , on voit que les
hypothe`ses impliquent que le fibre´ inversible KX(D) est trivial. Comme dans [Voi04b], le point
clef de la preuve est la construction de log-K-autocorrespondances de la paire (X,D) satisfaisant
a` une proprie´te´ de dilatation des formes volume (cf. proposition 6.5.3).
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6.2 Log-K-correspondences
6.2.1 Definition and basic properties
In this section, we define and study the notion of log-K-correspondence. This will be used in
the next section to define and study properly our variant of the Kobayashi-Eisenman pseudo-
volume form.
Definition 6.2.1 Let (X,D) and (Y,D′) be pairs of the same dimension, i.e. X and Y are
complex manifolds of dimension n, and D and D′ are (not necessarily effective) Weil divisors of
X and Y respectively. A log-K-correspondence from (X,D) to (Y,D′) is a reduced n-dimensional
closed analytic subset Σ ⊂ X × Y , satisfying the three following properties.
(i) The projections to X and Y are generically of maximal rank on each irreducible component
of Σ.
(ii) The first projection Σ→ X is proper.
(iii) Let τ : Σ˜→ Σ be a desingularization, f = pr1 ◦ τ : Σ˜→ X, and g = pr2 ◦ τ : Σ˜→ Y . The
ramification divisors Rf and Rg (of f and g respectively) satisfy the inequality
Rf − f∗D 6 Rg − g∗D′.
The above notations are summed up in the following commutative diagram. They will be used
very often without further notice in the end of this text.
Σ˜
τ
²²
f
¨¨²²
²²
²²
²²
²²
²²
²²
g
ºº/
//
//
//
//
//
//
/
Σ
pr1~~ ~
~~
~~
~
pr2 ÂÂ@
@@
@@
@@
X Y
(6.3)
Note that if condition (iii) is true for one desingularization of Σ, then it is true for all desin-
gularizations. Let us now explain the meaning of this last condition. The two Jacobian maps∧n
df and
∧n
dg (or rather their transpose) give isomorphisms of line bundles on Σ˜
f∗ (KX(D)) ∼= KeΣ(−Rf + f∗D) and g∗ (KY (D′)) ∼= KeΣ(−Rg + g∗D′).
So condition (iii) ensures the existence of a holomorphic (rather than just meromorphic) map
(JeΣ)T : g∗ (KY (D′))→ f∗ (KX(D)) ,
given by the transpose of the holomorphic map
JeΣ := ∧n dg ◦ (∧n df)−1 : f∗ (∧n TX(−D))→ g∗ (∧n TY (−D′)) ,
which we call the generalized logarithmic Jacobian map. When D = 0 and D′ = 0, the notion
of log-K-correspondence coincides with the notion of K-correspondence introduced in [Voi04b].
It is also important to note the following inequality of divisors on Σ˜. We write D = D1−D2,
with both D1 and D2 non negative, and similarly D′ = D′1 − D′2. If D1 is reduced, then the
negative part of Rf − f∗D is the sum of the reduced divisor (f∗D1)red and possibly of some
f -exceptional components contained in f∗D1. We write this f -exceptional sum E1. In the same
way, if D′1 is reduced, the negative part of Rg−g∗D′ writes (g∗D′1)red+E′1, where E′1 is a sum of
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g-exceptional components contained in g∗D′1. So if both D1 and D
′
1 are reduced, then condition
(iii) implies the inequality
(f∗D1)red + E1 > (g∗D′1)red + E′1.
In particular, if D′ has a positive part (i.e. if D′1 does not vanish), then D necessarily has a
positive part as well.
We shall now describe some enlightening examples.
Example 6.2.2 Let X and Y be complex manifolds of dimension n, and D ⊂ X be an effective
divisor. A morphism ϕ : X → Y such that the ramification divisor Rϕ contains D (with
multiplicities) yields a morphism of line bundles
ϕ∗KY → KX(−D). (6.4)
The graph Γϕ ⊂ X × Y is isomorphic to X. It satisfies properties (i) and (ii) of definition
6.2.1, and with the notations of (6.3), one has Rg − Rf = Rϕ > f∗D. So Γϕ is a (smooth)
log-K-correspondence between (X,−D) and (Y, 0), and the generalized logarithmic Jacobian
map
g∗KY → f∗ (KX(−D))
identifies to (6.4).
Example 6.2.3 Let (X,D) and (X ′, D′) be smooth logarithmic pairs, where X and X ′ are
complex manifolds of the same dimension, and D ⊂ X and D′ ⊂ X ′ are effective divisors. One
also usually assumes D and D′ to be normal crossing divisors, but this is not necessary for
this example. A morphism of pairs ϕ : (X,D) → (X ′, D′) is a morphism of complex manifolds
X → X ′, such that the ramification divisor Rϕ contains ϕ∗D′ −D. In other words, we require
that there exists an effective divisor R ⊂ X, such that KX +D = ϕ∗(KX′ +D′)+R as divisors
on X. Such a morphism yields a morphism of line bundles on X
ϕ∗ (KX′(D′))→ KX(D). (6.5)
Again, the graph Γϕ ⊂ X × Y is isomorphic to X, and satisfies both properties (i) and (ii) of
definition 6.2.1, and we have Rg − Rf = Rϕ > g∗D′ − f∗D. So Γϕ is a log-K-correspondence
between (X,D) and (X ′, D′), and the generalized logarithmic Jacobian map
g∗ (KX′(D′))→ f∗ (KX(D))
identifies to (6.5).
Finally, the following notion of log-K-isocorrespondence will be useful later.
Definition 6.2.4 Let (X,D) and (Y,D′) be logarithmic pairs of the same dimension n, and
let Σ ⊂ X × Y be a reduced closed analytic subset, generically finite over X and Y . We let
τ : Σ˜ → Σ be a desingularization, and use the notations (6.3). If both projections pr1 and pr2
are proper, and if
Rf − f∗D = Rg − g∗D′,
then Σ is a log-K-isocorrespondence between (X,D) and (Y,D′).
Note that under these hypotheses, Σ is a log-K-correspondence between (X,D) and (Y,D′),
and its transpose ΣT ⊂ Y × X is a log-K-correspondence between (Y,D′) and (X,D). The
generalized logarithmic Jacobian map then induces an isomorphism of line bundles on Σ˜
g∗ (KY (D′)) ∼= f∗ (KX(D)) .
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Example 6.2.5 We consider the unit disk D, with maps f : z ∈ D 7→ zp ∈ D and g : z ∈ D 7→
zq ∈ D, where p and q are two relatively prime integers. Then the diagram
D
z 7→ zp
{{vv
vv
vv
vv
v
z 7→ zq
##H
HH
HH
HH
HH
(D, {0}) (D, {0})
yields a log-K-autocorrespondence of the pair (D, {0}). Indeed, we have the equality of divisors
on D
Rf − f∗{0} = (p− 1){0} − p{0} = −{0} = Rg − g∗{0}.
6.2.2 Composition of log-K-correspondences
We shall now study carefully the composition of two log-K-correspondences. This will allow
us in the next section to prove some properties of volume decreasing type for our logarithmic
pseudo-volume form.
We first need to define the weaker notion of 0-correspondence, and to study the composition
of two of them. Let X and Y be two n-dimensional complex manifolds.
Definition 6.2.6 A 0-correspondence between X and Y is a reduced closed analytic subset
Σ ⊂ X × Y , which is generically finite over X and Y , and such that the first projection Σ→ X
is proper.
In other words, Σ ⊂ X × Y has only to satisfy conditions (i) and (ii) of definition 6.2.1 to be a
0-correspondence.
Let Z be a third n-dimensional complex manifold. We denote by plq the projection of Z ×
X × Y to the l-th and q-th factors.
Proposition-De´finition 6.2.1 Let Σ ⊂ X × Y and Σ′ ⊂ Z × X be two 0-correspondences.
We define Σ ◦ Σ′ ⊂ Z × Y as the union of the components of p13
(
p−112 (Σ
′) ∩ p−123 (Σ)
)
on which
the projections to Z and Y are generically of maximal rank. Then Σ ◦ Σ′ ⊂ Z × Y is a 0-
correspondence.
Before stating the proof of this, let us see on a simple example why it may be necessary to
remove certain irreducible components of p13
(
p−112 (Σ
′) ∩ p−123 (Σ)
)
. Assume for simplicity that Z,
X and Y are surfaces. Suppose we are given two 0-correspondences Σ ⊂ X×Y and Σ′ ⊂ Z×X,
and that there exist two irreducible curves CZ ⊂ Z and CY ⊂ Y , and a point x0 ∈ X, such that
Σ′ contains CZ × {x0} and Σ contains {x0} × CY . In other words, Σ′ contains a contraction of
the curve CZ to the point x0, and Σ contains a blow-up of the point x0 onto the curve CY . Then
CZ×CY is an irreducible component of p13
(
p−112 (Σ
′) ∩ p−123 (Σ)
)
of dimension 2. It is obvious that
this component does not satisfy condition (i) of definition 6.2.1. Note that it would correspond
to a blow-up of every point of CX onto the curve CZ .
Proof. We have a natural identification between p−112 (Σ
′) ∩ p−123 (Σ) and Σ′ ×X Σ. The first
projection Σ′ ×X Σ → Σ′ is proper by the stability of properness under base change (Σ → X
is proper by the definition of a 0-correspondence). Since the projection Σ′ → Z is proper as
well, the composition Σ′ ×X Σ → Σ′ → Z is proper. A fortiori Σ ◦ Σ′ satisfies condition (ii)
of definition 6.2.1. Now condition (i) of definition 6.2.1 is clearly satisfied, and one sees that a
component of p13
(
p−112 (Σ
′) ∩ p−123 (Σ)
)
which is generically of maximal rank over both Z and Y
is necessarily of dimension n.
¤
We now specify definition 6.2.1 to the case of log-K-correspondences.
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Proposition 6.2.7 Let DZ and DY be Weil divisors of Z and Y respectively, and DX and
D′X be Weil divisors of X. Assume Σ
′ is a log-K-correspondence between (Z,DZ) and (X,D′X),
and Σ is a log-K-correspondence between (X,DX) and (Y,DY ). If D′X > DX , then Σ ◦ Σ′ is a
log-K-correspondence between (Z,DZ) and (Y,DY ).
We have to prove that the two generalized logarithmic Jacobian maps JTeΣ : g∗ (KY (DY )) →
f∗ (KX(DX)) and JTeΣ′ : g′∗ (KX(D′X))→ f ′∗ (KZ(DZ)) can be composed on Σ˜′×X Σ˜, to obtain
a generalized logarithmic Jacobian map for Σ ◦ Σ′. This composition is of course well defined,
since we have a morphism KX(DX)→ KX(D′X) of line bundles on X, because of the inequality
DX 6 D′X . We just have to show that all this lifts to a desingularization Σ˜′′ → Σ ◦Σ′, and that
the map we obtain in this way is actually the generalized logarithmic Jacobian map of Σ ◦ Σ′.
This is a consequence of the following lemma 6.2.8.
We need some further notations to state the lemma properly. We let τ ′ : Σ˜′ → Σ′ and
τ : Σ˜→ Σ be desingularizations of Σ′ and Σ respectively. We call f ′ and g′ (resp. f and g) the
maps from Σ˜′ (resp. Σ˜) to Z and X (resp. X and Y ). Let φ and ψ be the natural projections
from Σ˜′ ×X Σ˜ to Σ˜′ and Σ˜. We call Σ′′ the union of the components of Σ˜′ ×X Σ˜ on which the
maps F := f ′ ◦ φ and G := g ◦ ψ to Z and Y are generically of maximal rank. We consider a
desingularization τ ′′ : Σ˜′′ → Σ′′ ⊂ Σ˜′ ×X Σ˜, and call F˜ and G˜ the natural maps from Σ˜′′ to Z
and Y .
Lemma 6.2.8 With the above notations (see also the diagram below), we have
R eG −R eF = (φ ◦ τ ′′)∗(Rg′ −Rf ′) + (ψ ◦ τ ′′)∗(Rg −Rf )
as an equality of divisors on Σ˜′′.
Σ˜′′
τ ′′
²²
eF
²²
eG
±±
Σ˜′ ×X Σ˜
φ
||zz
zz
zz
zz
zz
zz
zz
z
ψ
!!D
DD
DD
DD
DD
DD
DD
DD
F
ªª
G
¸¸
Σ˜′
τ ′
²²f ′
¢¢¤¤
¤¤
¤¤
¤¤
¤¤
¤¤
¤¤
¤
g′
ÃÃB
BB
BB
BB
BB
BB
BB
BB
BB
Σ˜
τ
²²f
~~}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}}
}
g
ÀÀ;
;;
;;
;;
;;
;;
;;
;;
Σ′
xxqqq
qqq
qqq
qq
((QQ
QQQ
QQQ
QQQ
QQ Σ
vvnnn
nnn
nnn
nnn
nn
&&MM
MMM
MMM
MMM
Z X Y
(6.6)
Proof. Consider σ ∈ Σ˜′′ and let z = F˜ (σ), x = g′ ◦ φ ◦ τ ′′(σ) = f ◦ ψ ◦ τ ′′(σ), and y = G˜(σ).
Let ωz, ωx and ωy be holomorphic n-forms, which generate respectively KZ near z, KX near x
and KY near y. We then have
g′∗ωx = χ′ · f ′∗ωz and g∗ωy = χ · f∗ωx,
where χ′ is a meromorphic function defined on the inverse image U ′ ⊂ Σ˜′ of a neighbourhood of
(z, x) ∈ Z ×X, with divisor (χ′) = (Rg′ −Rf ′)∩U ′, and χ is similarly a meromorphic function
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defined on U ⊂ Σ˜ with divisor (χ) = (Rg − Rf ) ∩ U . Pulling back these equalities on Σ˜′′ via
φ ◦ τ ′′ and ψ ◦ τ ′′, one gets
τ ′′∗φ∗g′∗ωx = χ′ ◦ φ ◦ τ ′′ · τ ′′∗φ∗f ′∗ωz and τ ′′∗ψ∗g∗ωy = χ ◦ ψ ◦ τ ′′ · τ ′′∗ψ∗f∗ωx.
Now since g′ ◦ φ = f ◦ ψ, we have φ∗g′∗ωx = ψ∗f∗ωx, and therefore
G˜∗ωy = χ ◦ ψ ◦ τ ′′ · χ′ ◦ φ ◦ τ ′′ · F˜ ∗ωz (6.7)
on the inverse image U ′′ ⊂ Σ˜′′ of a neighbourhood of (z, y) ∈ Z × Y . Note that U ′′ contains a
neighbourhood of σ ∈ Σ˜′′. The meromorphic function χ ◦ ψ ◦ τ ′′ · χ′ ◦ φ ◦ τ ′′ has divisor(
τ ′′∗φ∗(Rg′ −Rf ′) + τ ′′∗ψ∗(Rg −Rf )
) ∩ U ′′.
¤
Proof of proposition 6.2.7. Because of proposition 6.2.1, to show that Σ ◦ Σ′ is a log-K-
correspondence, it only remains to prove the inequality
R eF − F˜ ∗DZ 6 R eG − G˜∗DY .
Since Σ′ and Σ are log-K-correspondences, we have
Rg′ −Rf ′ > g′∗D′X − f ′∗DZ and Rg −Rf > g∗DY − f∗DX .
By lemma 6.2.8, this yields
R eG −R eF > τ ′′∗φ∗(g′∗D′X − f ′∗DZ) + τ ′′∗ψ∗(g∗DY − f∗DX).
On the other hand, since D′X > DX , and g′ ◦ φ = f ◦ ψ, we have
φ∗g′∗D′X − ψ∗f∗DX > 0,
and therefore
R eG −R eF > τ ′′∗ψ∗g∗DY − τ ′′∗φ∗f ′∗DZ = G˜∗DY − F˜ ∗DZ ,
which is the desired inequality. Eventually, we see from equality (6.7) that the morphism JTeΣ′′
of line bundles on Σ˜′′ given by the log-K-correspondence Σ ◦ Σ′ is obtained as the composition
G˜∗ (KY (DY ))
JTeΣ′′ //
(τ ′′◦ψ)∗JTeΣ
((PP
PPP
PPP
PPP
P
F˜ ∗ (KZ(DZ))
(τ ′′ ◦ ψ)∗f∗ (KX(DX)) ⊂ (τ ′′ ◦ φ)∗g′∗ (KX(D′X))
(τ ′′◦φ)∗JTeΣ′
66nnnnnnnnnnnn
of the generalized logarithmic Jacobian maps given by Σ and Σ′.
¤
6.3 Intrinsic logarithmic pseudo-volume forms
6.3.1 The Poincare´ volume form on the punctured disk
In this paragraph, we describe the Poincare´ volume form on the punctured disk D \ {0}.
We will use it later on as a local model to define intrinsic pseudo-volume forms for logarithmic
pairs.
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The punctured disk D \ {0} is the quotient of the upper half-plane H by the subgroup of
Aut(H) generated by the parabolic transformation Z 7→ Z +1. The corresponding holomorphic
projection map is
pi : Z ∈ H 7→ z = exp(2piiZ) ∈ D \ {0}.
We thus get the Poincare´ volume form on D \ {0} by its expression on H
i
2
dZ ∧ dZ
|Z − Z|2 =
i
2
dz ∧ dz
|z|2 (log |z|2)2 (6.8)
(cf. example 3.1.5).
It yields a logarithmic volume form on the pair (D, {0}), i.e. a volume form with a pole at
z = 0. It is left invariant by the log-K-autocorrespondences
D
z 7→ zp
{{vv
vv
vv
vv
v
z 7→ zq
##H
HH
HH
HH
HH
(D, {0}) (D, {0})
(6.9)
described in example 6.2.5. Of course, it is also left invariant by the log-K-autocorrespondences
of (D, {0}) given by the rotations z ∈ D 7→ eiα · z ∈ D, α ∈ R.
Lemma 6.3.1 Up to multiplication by a constant, the Poincare´ volume form on D \ {0} is the
only logarithmic pseudo-volume form on (D, {0}) that is left invariant by the rotations centred
at 0 and by the log-K-autocorrespondences (6.9).
Proof. Indeed, let
i
2
α(z)
dz ∧ dz
|z|2
be such a logarithmic volume form on the pair (D, {0}). Since it is invariant under the action
of the rotations, α(z) depends only on |z|. On the other hand, letting z = z′p, we find
dz
z
= p
z′p−1
z′p
dz′ = p
dz′
z′
.
By invariance under the action of the log-K-autocorrespondences (6.9), we find that for every
r ∈]0, 1[, and for every relatively prime integers p and q, one has
p2α(rp) = q2α(rq).
This implies that there exists λ > 0 such that
i
2
α(z)
dz ∧ dz
|z|2 = λ
i
2
dz ∧ dz
|z|2 (log |z|2)2 .
¤
This shows in particular that the Poincare´ logarithmic volume form on (D, {0}) is essentially
characterized by its invariance under the action of log-K-autocorrespondences of (D, {0}). Note
that it is locally integrable around 0 ∈ D. We will use its n-dimensional version given below, to
define intrinsic logarithmic pseudo-volume forms on general pairs in the next subsection.
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We let Dn be the unit polydisk, with coordinates (z1, . . . , zn), and ∆k be the divisor given
by the equation zn−k+1 · · · zn = 0. Then the pair (Dn,∆k) is equipped with the Poincare´
logarithmic volume form
κn,k =
(
i
2
)n ∧
16j6n−k
dzj ∧ dzj
(1− |zj |2)2
 ∧
 ∧
n−k+16j6n
dzj ∧ dzj
|zj |2(log |zj |2)2
 . (6.10)
This is a C∞ logarithmic volume form on Dn \∆k, and it is singular along ∆k.
6.3.2 Log-K-correspondences and intrinsic logarithmic pseudo-volume
forms
In this paragraph, we define the central object of this chapter, the intrinsic pseudo-volume
form ΦX,D of a logarithmic pair (X,D). We first need to introduce the notion of logarithmic
pseudo-volume form.
Definition 6.3.2 Let (X,D) be a pair composed by a complex manifold X of dimension n, and
a Weil divisor D of X. A logarithmic pseudo-volume form on (X,D) is a pseudo-metric on the
line bundle
∧n
TX(−D).
Let µ be a logarithmic pseudo-volume form on (X,D). In case it is C∞, it writes locally
µ =
1
|h|2µ
′,
where µ′ is a C∞ pseudo-volume form, and h is a meromorphic function with divisor D : if
D = D1 − D2 with D1 and D2 non negative, then h has zeroes exactly along D1, and poles
exactly along D2. It will often be useful to allow µ′ to have singularities along the positive part
D1 of D (cf. definition 6.4.1). This is already clear from the expression (6.8) of the logarithmic
Poincare´ volume form on (D, {0}), and more generally from the expression of κn,k in (6.10)
above.
Now ΦX,D is defined as follows (we use the notations introduced in the diagram (6.3)).
Definition 6.3.3 Let (X,D) be a pair composed by an n-dimensional complex manifold X and
a normal crossing Weil divisor D of X, such that the positive part of D is reduced. For every
x ∈ X, we let
ΦX,D,x = inf06k6n (inf{(f∗κn,k)σ, where σ ∈ Σ˜, Σ log-K-correspondence between
(Dn,∆k) and (X,D), unramified at σ, with g(σ) = x}).
A log-K-correspondence Σ between (Dn,∆k) and (X,D) is said to be unramified at σ if the
inequality of divisors
Rf − f∗∆k 6 Rg − g∗D
is an equality locally around σ. In this case, the transpose of the generalized logarithmic Jacobian
yields a morphism of line bundles on Σ˜
g∗ (KX(D))→ KDn(∆k),
which is an isomorphism locally around σ. This authorizes the identification of f∗κn,k with a
Hermitian metric on g∗ (KX(D))
∨ locally around σ, and hence with a logarithmic pseudo-volume
element at x = g(σ).
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Under the hypotheses of definition 6.3.3, there exists an unramified log-K-correponsdence
between (Dn,∆k) and (X,D) around every point x ∈ X (the integer k depends on x). To see
this, we write D = D1 −D2, with D1 and D2 non negative, and we choose a local holomorphic
system of coordinates (z1, . . . , zn) centred at x, and defined on an open set U ⊂ X, such that
D2 is given in U by zl11 · · · zlrr = 0, and D1 is given in U by zn−k+1 · · · zn = 0 (r + k 6
n). Then D2 is the ramification divisor of the morphism U → V defined by (z1, . . . , zn) 7→
(zl1+11 , . . . , z
lr+1
r , zr+1, . . . , zn), where V is an open subset ofC
n. In particular, the graph Γ of this
morphism is an unramified log-K-correspondence between (X,D1−D2) and (V,D′1). Since D′1 is
given in V by the equation zn−k+1 · · · zn = 0, there exists an unramified log-K-correspondence
between (Dn,∆k) and (V,D′1). Then Γ
T ◦ Σ is an unramified log-K-correspondence between
(Dn,∆k) and (X,D) as we wanted. Note that k is the number of branches at the point x of the
positive part D1 of D.
Proposition 6.3.4 When D = 0, one has ΦX,0 = ΦX . More generally, when D is effective, we
have
ΦX,D|X\D = ΦX\D.
Proof. The reason for this is simply that the logarithmic volume form κn,k on (Dn,∆k) comes
from the Poincare´ volume form κn,0 on (Dn, 0), due to the fact that Dn \∆k is a quotient of Dn
by a group acting freely and properly discontinuously (see paragraph 6.3.1). Let pik : Dn → Dn
be the projection corresponding to this quotient. One has by definition pi∗kκn,k = κn,0.
Let x be a point in X \D, and Σ be a log-K-correspondence between (Dn,∆k) and (X,D),
with a point σ ∈ Σ˜ above x, where Σ is unramified. It yields by base change pik : Dn → Dn a
log-K-correspondence Σ′ between (Dn, 0) and (X \ D, 0). By the same base change, we get a
desingularization Σ˜′ of Σ′.
Σ˜′
f ′
}}||
||
||
||
pi′ ÂÂ@
@@
@@
@@
@
g′
¶¶
Dn
pik
!!C
CC
CC
CC
C Σ˜
f~~}}
}}
}}
}}
g
ÂÂ?
??
??
??
?
Dn X
At every point σ′ ∈ Σ˜′ above σ, we have (f ′∗κn,0)σ′ = (f ′∗pi∗kκn,k)σ′ = pi′∗(f∗κn,k)σ. In par-
ticular, (f ′∗κn,0)σ′ and (f∗κn,k)σ yield the same logarithmic volume element at x. At x, it is
therefore sufficient to take the infimum of all f ′∗κn,0 in the expression of ΦX,D in definition 6.3.3
(i.e. we only consider k = 0), with Σ′ log-K-correspondence between (Dn, 0) and (X \D, 0). By
definition, this gives ΦX\D at the point x.
¤
WhenD = −D2 is a negative divisor, a similar agument shows that ΦX,−D2 can be computed
only by looking at log-K-correspondences between (Dn, 0) and (X,−D2). In other words, at
a point x ∈ X, ΦX,−D2 is the infimum of all (f∗κn,0)σ where σ ∈ Σ˜, and Σ is a log-K-
correspondence between (Dn, 0) and (X,−D2) as in definition 6.3.3.
One has the following obvious comparison results.
Proposition 6.3.5 Let X be a complex manifold. Let D and D′ be normal crossing Weil divi-
sors of X, such that their respective positive parts are reduced. If D 6 D′, then one has
ΦX,D 6 ΦX,D′ .
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When D = 0, one has
ΦX,0 = ΦX 6 ΨX .
The inequality ΦX 6 ΨX is already contained in [Voi04b]. It is a simple consequence of ex-
ample 6.2.2. The inequality ΦX,D 6 ΦX,D′ when D 6 D′ comes from the fact that a log-K-
correspondence between (Dn,∆k) and (X,D′) is in particular a log-K-correspondence between
(Dn,∆k) and (X,D).
In [Voi04b], Claire Voisin shows that if X is a quotient of Dn by a group acting freely
and properly discontinuously, then ΦX is simply the Poincare´ volume form on X. Then by
proposition 6.3.4, we have
ΦDn,∆k = κn,k. (6.11)
The proof involves curvature arguments, which are generalized in section 6.4. When this is done,
we will be able to show equality (6.11) directly (cf. theorem 6.4.3).
Lemma 6.3.6 For any pair (X,D) as in definition 6.3.3, the logarithmic pseudo-volume form
ΦX,D is locally integrable.
Proof. As we already saw, the Poincare´ logarithmic pseudo-volume form
i
2
dz ∧ dz
|z|2(log |z|2)2
on (D, {0}) is integrable at the neighbourhood of 0. As a consequence, the Poincare´ pseudo-
volume form κn,k on (Dn,∆k) is locally integrable as well.
Now for any pair (X,D) as in definition 6.3.3, and for any point x ∈ X, there exists an
integer k, and a log-K-isocorrespondence Σ between (Dn,∆k) and (X,D), which is unramified
at the neighbourhood of a point σ ∈ Σ˜ over x. By the expression of ΦX,D in definition 6.3.3,
one then has (g∗ΦX,D)σ 6 (f∗κn,k)σ. In particular, the growth of ΦX,D at x is bounded from
above by the growth of the Poincare´ logarithmic volume form on (Dn,∆k), and hence ΦX,D is
locally integrable at x.
¤
An important feature of these intrinsic pseudo-volume forms is their decreasing volume
properties (cf. proposition 4.1.19 in the standard case). For ΦX,D, we even obtain a preserving
volume equality in the case of a proper morphism. These properties are obtained by using the
study of the composition of log-K-correspondences, which was carried out in paragraph 6.2.2.
The main result is the following.
Theorem 6.3.7 Let (X,D) and (Y,D′) be two pairs composed of a complex manifold and a
normal crossing Weil divisor, the positive part of which is reduced. Assume there exists a log-
K-correspondence Σ ⊂ X × Y between (X,D) and (Y,D′). We consider a desingularization
τ : Σ˜ → Σ, and use the notations of (6.3). Then we have the inequality of logarithmic pseudo-
volume forms on Σ˜
g∗ΦY,D′ 6 f∗ΦX,D.
In the case when D = D′ = 0, this is proved in [Voi04b]. As an immediate consequence of
theorem 6.3.7, we have the following.
Corollary 6.3.8 If Σ is a log-K-isocorrespondence between (X,D) and (Y,D′), then we have
the equality of logarithmic pseudo-volume forms on Σ˜
g∗ΦY,D′ = f∗ΦX,D.
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Proof. Applying theorem 6.3.7 to the log-K-correspondence Σ on the one hand, and to the
log-K-correspondence ΣT on the other hand gives both inequalities
g∗ΦY,D′ 6 f∗ΦX,D and f∗ΦX,D 6 g∗ΦY,D′ .
One then obviously has the required equality.
¤
Applying the former corollary to examples 6.2.2 and 6.2.3, we get the following.
Corollary 6.3.9 (i) Let pi : X → Y be a proper morphism, with ramification divisor R with
normal crossings. Then we have
ΦX,−R = pi∗ΦY,0.
If pi is not proper, then we only have ΦX,−R > pi∗ΦY,0.
(ii) Let ν : Y → X be a proper morphism, and D be an effective, reduced, normal crossing
divisor on X. We call D′ the proper transform of D with a reduced scheme structure. Then D′
has normal crossings, and there exist an effective divisor R ⊂ Y , and an exceptional divisor
E ⊂ Y , such that ν ramifies exactly along (ν∗D − D′) − E + R. If D′ + E − R has normal
crossings, and if E is reduced, then
ν∗ΦX,D = ΦY,D′+E−R.
If ν is not proper, then we only have ν∗ΦX,D 6 ΦY,D′+E−R.
Having the result of proposition 6.2.7, it is fairly easy to prove the decreasing volume prop-
erty. The argument is the same as in the standard case of ΨX .
Proof of theorem 6.3.7. Let σ ∈ Σ˜, x = f(σ), and y = g(σ). We have to show that for every
ξ ∈ f∗ (∧n TX(−D))σ ⊂ g∗ (∧n TY (−D′))σ, one has the inequality ΦY,D′(g∗ξ) 6 ΦX,D(f∗ξ).
Let Σ′ ⊂ Dn × X be a log-K-correspondence between (Dn,∆k) and (X,D), and σ′ ∈ Σ˜′
such that g′(σ′) = x, and Σ′ is not ramified at σ′. Then there exists ξ′ ∈ g′∗ (∧n TX(−D))σ′
satisfying g′∗ξ′ = f∗ξ. By definition, ΦX,D(f∗ξ) is the infimum of the κn,k(f ′∗ξ′), taken on all
such Σ′ and ξ′.
Now Σ′′ := Σ ◦ Σ′ ⊂ Dn × Y is a log-K-correspondence between (Dn,∆k) and (Y,D′). It
has a desingularization Σ˜′′ obtained as in the diagram (6.6). We use the same notations here.
Since g′(σ′) = f(σ) = x, there is a point σ′′ ∈ Σ˜′′ above both σ and σ′, and there exists
ξ′′ ∈ (ψ ◦ τ ′′)∗f∗ (∧n TX(−D))σ′′ = (φ ◦ τ ′′)∗g′∗ (∧n TX(−D))σ′′ , such that (ψ ◦ τ ′′)∗(ξ′′) = ξ
and (φ ◦ τ ′′)∗(ξ′′) = ξ′. We thus have G˜∗ξ′′ = g∗ξ on the one hand, and F˜∗ξ′′ = f ′∗ξ′, which
implies that κn,k(F˜∗ξ′′) = κn,k(f ′∗ξ′) on the other hand.
Eventually, we have shown the inclusion of sets
{κn,k(f ′∗ξ′), with Σ′ ⊂ Dn ×X, and g′∗ξ′ = f∗ξ}
⊂ {κn,k(f ′′∗ ξ′′), with Σ′′ ⊂ Dn × Y, and g′′∗ ξ′′ = g∗ξ} ,
where Σ′ (resp. Σ′′) runs through all log-K-correspondences between (Dn,∆k) and (X,D) (resp.
(Y,D′)). Letting k take any value between 0 and n, and taking the infima, we get the desired
inequality ΦY,D′(g∗ξ) 6 ΦX,D(f∗ξ).
¤
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6.4 Curvature arguments
Let X be a complex manifold. In the case of the standard Kobayashi-Eisenman pseudo-
volume form, the Griffiths-Kobayashi-Ochiai theorem 4.1.24 connects the positivity (or rather
the negativity) of the curvature of the canonical line bundle of X, and the infinitesimal measure
hyperbolicity of X (i.e. positivity of ΨX , or of Ψ˜X in Yau’s setting, cf. remark 4.1.25). The
Kobayashi conjecture 4.1.27 gives a converse statement to this theorem.
We study a logarithmic variant of this conjecture in the logarithmic Calabi-Yau case in
section 6.5. In this section, we first establish a generalized Ahlfors-Schwarz lemma in paragraph
6.4.1. Then in paragraph 6.4.2, we use it together with a result of Carlson and Griffiths to prove
a version of the Griffiths-Kobayashi-Ochiai theorem relative to the logarithmic pseudo-volume
forms ΦX,D. Note that for D = 0, this is done in [Voi04b].
6.4.1 Metrics with negative curvature on Dn
We first need to recall a few facts about the logarithmic hyperbolic volume form κn,k on
(Dn,∆k) and its curvature. It is obtained from the Poincare´ metric, which has Ka¨hler form
ωn,k =
i
2
 ∑
16j6n−k
dzj ∧ dzj
(1− |zj |2)2
+
∑
n−k+16j6n
dzj ∧ dzj
|zj |2(log |zj |2)2

(κn,k = ωnn,k/n!, cf. (6.10)). It has Ricci form
−i∂∂ log
 ∏
16j6n−k
1
(1− zjzj)2
∏
n−k+16j6n
1
zjzj (log(zjzj))
2

= 2i
 ∑
16j6n−k
∂
−zj
1− zjzj dzj +
∑
n−k+16j6n
∂
1
zj log(zjzj)
dzj
 = −4ωn,k.
This gives the Ka¨hler-Einstein equation
(i∂∂ log κn,k)n = 4nωnn,k = 4
nn!κn,k. (6.12)
Eventually, we need the following definition to state properly the generalization of Ahlfors-
Schwarz lemma in the logarithmic case.
Definition 6.4.1 Let (X,D) be a pair composed by a complex manifold X, and a Weil divisor
D = D′−D′′, with D′ and D′′ non negative, and D′ reduced and normal crossing. A logarithmic
pseudo-volume form µ on (X,D) is said to have singularities of Poincare´ type if it is C∞ on
X \D′, and if it is equivalent to a non zero multiple of∏
n−k+16j6n
1
|zj |2 (log |zj |2)2
at the neighbourhood of D′, assuming it is given by the equation zn−k+1 · · · zn = 0.
Of course, the logarithmic Poincare´ volume form κn,k on (Dn,∆k) has singularities of Poincare´
type.
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Proposition 6.4.2 Let (X,D) be a pair composed by an n-dimensional complex manifold X
and a normal crossing Weil divisor D of X, the positive part of which is reduced. Let Σ ⊂ Dn×X
be a log-K-correspondence between (Dn,∆k) and (X,D), with desingularization τ : Σ˜→ Σ. Let
µ be a logarithmic pseudo-volume form on (X,D), satisfying the three following properties.
(a) i∂∂ log µ > 0.
(b) µ has singularities of Poincare´ type.
(c) (i∂∂ log µ)n > 4nn!µ.
Then one has the inequality of logarithmic pseudo-volume forms on Σ˜
g∗µ 6 f∗κn,k.
Note that if D has a positive part, then µ has poles, and therefore inequality (c) cannot be
true if µ has no singularity, i.e. if it writes locally µ′/|h|2, where h is a meromorphic function
with divisor D, and µ′ is a C∞ pseudo-volume form on X. In this case, i∂∂ logµ = i∂∂ logµ′ is
a C∞ (1, 1)-form. In particular, it has no pole on X.
Proof of proposition 6.4.2. We begin by restricting Σ to Dn1−ε := D(0, 1 − ε)n as follows.
We let Σε be the inverse image of Σ via the map ((1 − ε)id, id) : Dn × X → Dn × X. This
would correspond in the morphism case to the transformation of ϕ : Dn → X into ϕ˜ :=
ϕ|Dn1−ε ((1− ε)× · ) : Dn → X. Of course one gets from Σ˜ a desingularization Σ˜ε of Σε in a
natural way, with maps fε and gε to Dn and X.
Next, one considers the ratio
ψε :=
g∗εµ
f∗ε κn
.
It is a non-negative C∞-function on Σ˜ε. To see why, we first write locally µ = µ′/|h|2, where h
is a meromorphic function with divisor D (i.e. it has zeroes along the positive part D1 of D, and
poles along the negative part D2 of D), and µ′ = χµ′(i/2)n
∧
16j6n dzj ∧dzj is a pseudo-volume
form on X, which is C∞ on X \D1, and singular along D1, so that µ has singularities of Poincare´
type. On the other hand, we let similarly
χn,k =
(∏
16j6n−k
(
1− |tj |2
)−2)(∏
n−k+16j6n
(
log |tj |2
)−2)
,
so that κn,k = χn,k(i/2)n
∧
16j6n dtj ∧ dtj/|tn−k+1 · · · tn|2. We let hk(t) = tn−k+1 · · · tn be a
holomorphic equation of ∆k ⊂ Dn. Then ψε writes locally
ψε =
|sg|2g∗εχµ′
|g∗εh|2
· |f
∗
ε hk|2
|sf |2f∗ε χn,k
,
where sf and sg are local analytic equations of the ramification divisors Rf and Rg respectively.
Now since Σ is a log-K-correspondence between (Dn,∆k) and (X,D), one has Rg − g∗D >
Rf − f∗∆k, and therefore sg · f∗ε hk/sf · g∗εh is C∞ on X. In addition, since µ has singularities
of Poincare´ type, the ratio g∗εχµ′/f
∗
ε χn,k is C
∞ on X as well.
Now, 1/χn,k tends to 0 on the boundary of Dn, while ψε · f∗ε χn,k stays bounded near the
boundary of Σ˜ε, since D
n
1−ε is compact and f is proper. This gives
lim
fε(x)→∂Dn
ψε(x) = 0,
and so by properness of fε, the ratio ψε has a maximum on Σ˜ε. Let x0 ∈ Σ˜ε be a point where
this maximum is reached, and write c := ψε(x0). Then we just have to show that c 6 1 (we will
then get the proposition by letting ε tend to 0).
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We now suppose that c > 1, and show as in the standard proof that this contradicts hy-
potheses (a), (b) and (c). For α ∈]1, c[, define
Σ˜ε,α =
{
x ∈ Σ˜ε s.t. ψε(x) > α
}
.
ψε(x) tends to 0 near the boundary of Σ˜ε, so Σ˜ε,α is compact, and with smooth boundary for
α generic. Since i∂∂ logχµ′ = i∂∂ log µ > 0, and i∂∂ logχn,k = 4ωn,k > 0,
θ := g∗ε
(
i∂∂ logχµ′
)n−1
+ g∗ε
(
i∂∂ logχµ′
)n−2
f∗ε
(
i∂∂ logχn,k
)
+ · · ·+ f∗ε
(
i∂∂ logχn,k
)n−1
is a semi-positive (n− 1, n− 1)-form, positive away from the positive part of Rf − f∗∆k. Note
that it is +∞ along the negative part of Rg − g∗D, i.e. along the positive part of the reduced
divisor (g∗D)red, where µ′ is singular. Now ψε has Laplacian i∂∂ logψε = i∂∂ log(g∗εχµ′) −
i∂∂ log(f∗ε χn,k), and we have(
i∂∂ logψε
)
θ = g∗ε
(
i∂∂ logχµ′
)n − f∗ε (i∂∂ logχn,k)n
> 4nn! (g∗εµ− f∗ε κn,k) ,
where the inequality is given by condition (c) on µ, and by the Ka¨hler-Einstein equation (6.12)
for the hyperbolic volume form. Now in Σ˜ε,α we have ψε > 1, and therefore
g∗εµ− f∗ε κn > 0,
with strict inequality away from the positive part of Rf − f∗∆k (again, this is +∞ along the
positive part of (g∗D)red). Finally the Laplacian i∂∂ logψε is semi-positive, and positive away
from the positive part of Rf − f∗∆k.
When x0 does not belong to the positive part of Rf − f∗∆k, one can conclude from the
maximum principle for pluri-subharmonic functions that ψε cannot have a maximum at x0,
which is a contradiction, and proves c 6 1 as we wanted. Otherwise, one has to apply the
following standard argument. One chooses m satisfying logα < m < log c, and then defines a
function
µ+(x) = max(0, logψε(x)−m).
It is non-negative, positive at x0, and vanishes identically near the boundary ∂Σ˜ε,α. Therefore
we have ∫
eΣε,α µ
+
(
i∂∂ logψε
)
θ > 0.
Note that the form
(
i∂∂ logψε
)
θ is indeed integrable in Σ˜ε,α, because both µ and κn,k only
have singularities of Poincare´ type. The derivatives of µ+ are integrable, so we can integrate by
parts the previous integral. This gives
−
∫
eΣε,α ∂µ
+ ∧ (i∂ logψε) θ > 0.
Since µ+ = logψε −m when it is non-zero, the former inequality gives∫
eΣε,α ∂µ
+ ∧ (i∂ logψε) θ = ∫
{logψε(x)>m}
i (∂ logψε) ∧
(
∂ logψε
)
θ < 0,
which is a contradiction, since the right-hand side integral is obviously positive.
¤
As a first application of this result, we can show directly that ΦDn,∆k is indeed given by the
hyperbolic logarithmic Poincare´ volume form (see proposition 6.3.4 as well).
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Theorem 6.4.3 For 0 6 k 6 n, we have the equality of logarithmic volume forms on (Dn,∆k)
ΦDn,∆k = κn,k.
Proof. The diagonal in Dn ×Dn is a log-K-correspondence between (Dn,∆k) and itself. By
definition 6.3.3, we thus have ΦDn,∆k 6 κn,k.
On the other hand, let Σ be a log-K-correspondence between (Dn,∆p) and (Dn,∆k), with
0 6 p 6 n. Then by proposition 6.4.2, and using the standard notations of (6.3), we have
g∗κn,k 6 f∗κn,p. This implies that κn,k 6 ΦDn,∆k .
¤
6.4.2 Mappings onto pairs with positive logarithmic canonical bundle
Given a Weil divisor D on X, the condition corresponding to the fact that X is of general
type is in the logarithmic setting the bigness of KX +D. However, we shall need some slightly
stronger hypotheses to generalize the Griffiths-Kobayashi-Ochiai theorem 4.1.24 to the case of
the pseudo-volume form ΦX,D.
Theorem 6.4.4 Let (X,D) be a pair composed by a projective n-dimensional complex manifold
X, and a normal crossing Weil divisor D of X, the positive part of which is reduced and has
global normal crossings. If KX+D is ample, then ΦX,D > 0 away from a proper closed algebraic
subset of X.
As an important consequence of this result, we can bound from above the degree of a mor-
phism of logarithmic pairs, which is onto a pair with positive logarithmic canonical bundle.
Corollary 6.4.5 Let (X,D) be a pair composed by a projective manifold X, and a normal
crossing Weil divisor D, the positive part of which is reduced, and has global normal crossings.
We assume that KX + D is ample. Let (Y,D′) be another logarithmic pair. We assume that
D′ has normal crossings, and that its positive part is reduced. For every dominant morphism
φ : (Y,D′)→ (X,D), we have
deg φ 6
∫
Y
ΦY,D′∫
X
ΦX,D
.
Proof. The morphism φ induces a log-K-correspondence between (Y,D′) and (X,D) (cf. ex-
ample 6.2.3). By decreasing volume property, we thus have
φ∗ΦX,D 6 ΦY,D′ . (6.13)
Since for 0 6 k 6 n, the volume form κn,k is integrable at the neighbourhood of ∆k, and since
X and Y are compact, definition 6.3.3 implies that the pseudo-volume forms ΦX,D and ΦY,D′
are integrable on X and Y respectively. In particular, (6.13) yields
(deg φ)
∫
X
ΦX,D 6
∫
Y
ΦY,D′ .
Now, by theorem 6.4.4, the integral
∫
X
ΦX,D is positive, so deg φ is bounded from above.
¤
Along with Ahlfors-Schwarz lemma 6.4.2, the main ingredient in the proof of theorem 6.4.4
above is the following result.
Lemma 6.4.6 (Carlson-Griffiths, [CG72a]) Let (X,D) be a pair as in theorem 6.4.4. Then
there exists a logarithmic volume form with Poincare´ singularities µ on (X,D), such that
i∂∂ log µ > 0 and (i∂∂ log µ)n > µ.
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For a complete proof of this, we refer to [Gri76], proposition 2.17. Let us still explain how
this pseudo-volume form is constructed. We choose a Hermitian metric h0 on KX . Equivalently,
h−10 is a C
∞ volume form µX on X. We assume for simplicity that D is effective, the general case
follows easily. Then D is assumed to have global normal crossings, so it writes D = D1+· · ·+Dp,
where the Dj are smooth divisors on X, meeting transversaly. We choose a Hermitian metric
hj for every line bundle OX(Dj), and we let sj be a global section of this line bundle, with zero
divisor Dj . Then for α > 0 sufficiently small, the pseudo-volume form
µα :=
µX∏p
j=1 hj(sj) (log(αhj(sj)))
2
satisfies the required properties.
Before we continue, we want to underline that this result is used as a first step in the con-
struction of complete Ka¨hler-Einstein metrics with negative Ricci curvature on the complement
of hypersurfaces of projective algebraic manifolds (see [Kob84] and [TY87]).
Proof of theorem 6.4.4. By lemma 6.4.6, there exists a logarithmic pseudo-volume form µ
on (X,D), with Poincare´ singularities, and such that i∂∂ log µ > 0, and (i∂∂ logµ)n > µ. Up to
a rescaling, one can assume that µ satisfies hypothesis (c) of lemma 6.4.2. Then if 0 6 k 6 n,
and for every log-K-correspondence Σ between (Dn,∆k) and (X,D), we have the inequality of
pseudo-volume forms on a desingularization Σ˜
g∗µ 6 f∗κn,k.
It thus follows from the definition 6.3.3 of ΦX,D that ΦX,D > g∗µ, which implies that ΦX,D
is positive on a Zariski dense open subset of X, since µ is a true logarithmic volume form on
(X,D).
¤
6.5 Log-K-autocorrespondences on log-K-trivial pairs
In this section, we prove that for many pairs (X,D), where X is a complex manifold, and D
an effective divisor on X, which is reduced and has normal crossings, such that the line bundle
KX(D) is trivial, the pseudo-volume form ΦX,D vanishes. Again, the case D = 0 is handled in
[Voi04b]. However, one has to be slightly more careful in our case for the proof. This is due to
the fact that we need to pull-back differential forms via correspondences, instead of cohomology
classes.
6.5.1 Log-K-autocorrespondences and the Kobayashi conjecture
In view of theorem 6.4.4, which has to be seen as a logarithmic version of the Kobayashi-
Ochiai theorem for ΦX,D, the Kobayashi conjecture generalizes as follows in the logarithmic
case.
Conjecture 6.5.1 Let (X,D) be a pair composed by a projective manifold X and a normal
crossing Weil divisor D ⊂ X, the positive part of which is reduced. If (X,D) is not of log-
general type ( i.e. if KX +D is not big), then ΦX,D vanishes on a dense Zariski open subset of
X.
This section is devoted to the proof of the following result, which goes in the direction of
this conjecture.
6.5. LOG-K-AUTOCORRESPONDENCES ON LOG-K-TRIVIAL PAIRS 121
Theorem 6.5.2 Let (X,D) be a pair consisting of a smooth projective variety X, and an ef-
fective divisor D ⊂ X, which is reduced and has normal crossings, such that KX(D) is trivial.
Assume that there exists a smooth, rationally connected variety Y , such that X can be realized
as a hypersurface X ⊂ Y , D = X ∩ X ′, where X ′ ⊂ Y is a reduced hypersurface such that
X +X ′ ∈ | −KY |. Then ΦX,D = 0.
Note that this shows the log-Kobayashi conjecture for a very wide class of log-K-trivial pairs.
The next proposition shows why this theorem is an easy consequence of the existence on
such pairs of log-K-autocorrespondences (i.e. log-K-isocorrespondences between a pair (X,D)
and itself, see definition 6.2.4) satisfying a certain dilation property.
Proposition 6.5.3 Let (X,D) be a pair composed by a smooth projective variety X, and an
effective divisor D ⊂ X, which is reduced and has normal crossings, such that KX(D) is trivial.
Let ηX be a generator of H0(X,KX(D)). If there exists a log-K-autocorrespondence Σ of the pair
(X,D), such that for a desingularization τ : Σ˜ → Σ, and with the notations (6.3) of definition
6.2.1, one has
f∗ηX = λg∗ηX ,
where λ is a complex number with |λ| 6= 1, then ΦX,D = 0.
Proof. Let ΩX,D be defined as
ΩX,D = (−1)
n(n−1)
2 inηX ∧ ηX .
The dilation property satisfied by Σ shows that
f∗ΩX,D = |λ|2g∗ΩX,D,
while corollary 6.3.8 gives the equality of pseudo-volume forms
f∗ΦX,D = g∗ΦX,D. (6.14)
Now there exists a bounded, upper semi-continuous function χ on X, such that ΦX,D = χΩX,D.
χ has a maximum on X. Let x be a point on X where χ(x) is this maximum. Then take σ ∈ Σ˜
such that f(σ) = x, and let y = g(σ). Equality (6.14) eventually gives χ(y) = |λ|2χ(x). Since of
course we can assume |λ| > 1 by symmetry, this shows that χ(x) = 0, and hence that χ = 0 as
we wanted.
¤
Now the proof of 6.5.2 amounts to show the following theorem. This is done in the remainder
of this section.
Theorem 6.5.4 If (X,D) is a pair satisfying the condition of theorem 6.5.2, then there exists
a log-K-autocorrespondence of (X,D), such that (with the notations of proposition 6.5.3)
mf∗ηX = −m′g∗ηX , (6.15)
where m and m′ are distinct positive integers.
In fact, by the following remark, it is enough to prove that there exists a proper 0-correspondence
Σ ⊂ X ×X (cf. definition 6.2.6) satisfying relation (6.15).
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Remark 6.5.5 Let Σ ⊂ X × X be a reduced closed analytic subset, with both projections
proper and generically finite. If mf∗ηX = −m′g∗ηX (with the notations of proposition 6.5.3),
then Σ is a log-K-autocorrespondence of (X,D).
Indeed, ηX is an everywhere non zero section of KX(D), so the meromorphic n-form f∗ηX
(resp. g∗ηX) on Σ˜ has divisor Rf − f∗D (resp. Rg − g∗D), i.e. it has zeroes along Rf , and poles
along f∗D. Equality (6.15) thus yields the equality of divisors
Rf − f∗D = Rg − g∗D
on the desingularization Σ˜, proving that Σ is a log-K-autocorrespondence of (X,D).
6.5.2 Geometric construction of self-correspondences on log-K-trivial
pairs
From now on, we let Y be a smooth, rationally connected variety of dimension n + 1, and
X ⊂ Y be a reduced hypersurface in the anticanonical linear class of Y (i.e. X ∈ |−KY |), with
smooth locus sm(X) ⊂ X. By adjunction, X has a canonical sheaf KX , and it is trivial. We
construct in this section a 0-correspondence Σ ⊂ X×X. In [Voi04b], such correspondences were
constructed in the case of smooth X, and proved to be K-autocorrespondences. The process
is in some way analogous to the geometric definition of addition on an elliptic curve in P2. Of
course, we have in mind the case when X = X ∪X ′ is the reunion of two reduced hypersurfaces,
X smooth, and D := X ∩X ′ is reduced and has normal crossings, which will give theorem 6.5.4
for the pair (X,D), where D is seen as a divisor of X.
Since Y is rationally connected, there exists a rational curve C0 ⊂ Y satisfying the two
following conditions.
(i) C0 does not meet the singular part of X, and C0 ∩X = mx0 +m′y0 + z0 as a divisor on C0,
where x0 and y0 are distinct points of sm(X), m and m′ are (fixed) distinct positive integers,
and z0 is a reduced 0-cycle on C0, disjoint from x0 and y0.
(ii) The deformations of the subscheme C0 ⊂ Y induce arbitrary deformations of the M -jet of
C0 at two points of intersection with X, where M := max(m,m′).
This is given by the fact that C0 can be chosen with arbitrarily ample normal bundle, because
Y is rationally connected (see [KMM92b]).
In addition, one chooses a hypersurface W ⊂ X containing the 0-cycle z0. We denote by
|C0| the space parametrizing all deformations of the subscheme C0 ⊂ Y . Now define Σtot. ⊂
sm(X)× sm(X)× |C0| by
Σtot. := {(x, y, C) s.t. C deformation of C0,
C ∩X = mx+m′y + z, supp(z) ⊂W} . (6.16)
Proposition 6.5.6 For a generic choice of W , the Zariski closure of Σtot. in X × X × |C0|
has a unique n-dimensional irreducible component through the point (x0, y0, C0). We call this
component Σ′. The Zariski closure of the projection of Σ′ in X ×X is irreducible of dimension
n. Let us denote it Σ. Then Σ ⊂ X ×X is a 0-correspondence.
We call f ′ and g′ the two morphisms Σ′ → X given by the projections of X×X×|C0| on its first
and second factors respectively. Σ is an n-dimensional component of the closure of (f ′, g′)(Σ′).
Proof. The proposition essentially follows from the fact that, for a generic choice of W , Σtot. is
smooth and of dimension n = dimX at the point (x0, y0, C0). This gives the existence of a unique
component Σ′ at once. On the other hand, since the deformations of C0 ⊂ Y induce arbitrary
deformations of the M -jet of C0 at x0 and y0, this implies that the image (f ′, g′)(Σ′) ⊂ X ×X
has a component of dimension n.
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So let us show that Σtot. is smooth and of dimension n near (x0, y0, C0). We first study the
Hilbert scheme of C0 ⊂ Y at the infinitesimal neighbourhood of C0. Since C0 is a rational curve,
and its normal bundle NC0/Y is ample, we have h
1(C0, NC0/Y ) = 0, and the Hilbert scheme of
C0 ⊂ Y is smooth, and of dimension
h0(C0, NC0/Y ) = χ(C0, NC0/Y ).
By the Riemann-Roch formula,
χ(C0, NC0/Y ) = deg(NC0/Y ) + rg(NC0/Y )(1− g)
= −KY · C0 + (2g − 2) + n(1− g) = n− 2−KY · C0
(g = 0 is the geometric genus of C0). Now to compute the dimension of Σtot., we note that we
impose to the deformations C of C0 to meet X properly and in the smooth locus sm(X) (this
is open), and to have intersection C ∩X = mx+m′y + z, with supp(z) ⊂ W . This imposes at
most (m− 1) + (m′ − 1) + deg z conditions. In fact, for a generic choice of W , these conditions
are infinitesimally independent at the starting point (x0, y0, C0). We deduce from this that Σtot.
is smooth at the neighbourhood of (x0, y0, C0), and, since X ∈ | −KY |, of dimension
(−KY · C0 + n− 2)− (m+m′ − 2 + deg z) = n−KY · C0 −X · C0 = n.
¤
6.5.3 Realization as log-K-autocorrespondences
When X = X ∪ X ′ is the union of two reduced hypersurfaces, and if X is smooth, then a
section of KX gives a meromorphic n-form on the component X by restriction to the smooth
locus of X. In this subsection, we show the following.
Theorem 6.5.7 Let Σ ⊂ X ×X be as before (see proposition 6.5.6). We consider a desingu-
larization τ : Σ˜ → Σ and use the notations (6.3) of definition 6.2.1. Let ηX be a generator of
H0(X,KX) (recall that KX is trivial). We have the equality of meromorphic differential n-forms
on Σ˜
mf∗ηX +m
′g∗ηX = 0. (6.17)
Specializing this result to the case X = X ∪ X ′ already mentioned, we get the following
corollary. Of course, it proves theorem 6.5.4, and because of proposition 6.5.3, we get our main
theorem 6.5.2 (cf. subsection 6.5.1).
Corollary 6.5.8 If X = X ∪ X ′ is the union of two reduced hypersurfaces, X smooth, and
D := X ∩X ′ reduced, then Σ induces a 0-correspondence Σ1 := Σ∩ (X ×X) ⊂ X ×X. If ηX is
a generator of H0(X,KX(D)), then we have the equality of meromorphic differential n-forms
mf∗1 ηX +m
′g∗1ηX = 0
on a desingularization Σ˜1 → Σ1, where f1 and g1 are the natural morphisms Σ1 → X. In
particular, Σ1 is a log-K-autocorrespondence of the pair (X,D).
Proof. In this case, Σ ⊂ X × X splits into four components, contained in X × X, X × X ′,
X ′×X and X ′×X ′ respectively. Of course, the desingularization τ : Σ˜→ Σ splits as well. The
first component gives Σ1 ⊂ X ×X, equipped with a desingularization Σ˜1 → Σ1 induced by τ .
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On the other hand, we have by adjunction
(KX)|X = KY (X)
∣∣
X
= KY (X)|X ⊗OX(X ′) = KX(D).
In particular, sinceKX is trivial,KX(D) is trivial as well, and if ηX is a generator of H
0(X,KX),
then its restriction ηX := ηX |X is a generator of H0(X,KX(D)). Since X is smooth, ηX is a
meromorphic differential n-form, with polar divisor D. It is now clear from theorem 6.5.7 that
we have the equality of meromorphic n-forms
mf∗1 ηX +m
′g∗1ηX = 0
on the desingularization Σ˜1 → Σ1. By remark 6.5.5, this implies that Σ1 is a log-K-autocorres-
pondence of (X,D).
¤
Proof of theorem 6.5.7. We consider a desingularization τ ′ : Σ˜′ → Σ′, with maps f˜ : Σ˜′ → X
and g˜ : Σ˜′ → X. It is enough to show (6.17) on Σ˜′, that is
mf˜∗ηX = −m′g˜∗ηX . (6.18)
The reason for this is that (Σ,pr1,pr2) is the Stein factorization of (Σ′, f ′, g′) (and also of
(Σ˜′, f˜ , g˜)). In fact, since (6.18) is an equality of meromorphic differential forms, it is enough to
prove it locally, and on a dense open subset of Σ˜′.
We construct three 0-correspondences Γx,y, Γz and ΓC between Σ′ and X. Each of them is
defined by its fiber over a generic point σ = (x, y, C) ∈ Σ′. We describe these generic fibers as
subschemes of X.
-The fiber of Γx,y over σ is the 0-cycle m.x+m′.y.
-The fiber of Γz over σ is the 0-cycle C ·X −m.x−m′.y. For σ generic, this is the part of the
intersection C ∩X that lies on the hypersurface W ⊂ X.
-The fiber of ΓC over σ is the 0-cycle C ∩X. ΓC can also be defined globally as C ∩ (Σ′ ×X) ⊂
Σ′ × Y , where C is the universal curve over Σ′.
C Â Ä //
##G
GG
GG
GG
GG
Σ′ × Y
²²
Σ′
Now, following an idea of Mumford ([Mum68]), we define the pull-back of ηX by a 0-
correspondence Γ ⊂ Σ′ × X. In fact, since it is enough to prove (6.18) locally and on a dense
open subset of Σ˜′, we only need to define the pull-back of the restriction of ηX to a dense open
subset of X. We thus define a smooth, dense open subset Σ◦ ⊂ Σ′ in the following way (since
it is smooth, Σ◦ can also be seen as a dense open subset of Σ˜′). We let pr12 be the projection
X ×X × |C0| → X ×X. Then Σ◦ is the subset of Σ′ ∩ pr−112 (sm(X)× sm(X)), above which the
projection ΓC → Σ′ is finite. By restricting Σ◦, one can assume that it is smooth, and that it is
a self-0-correspondence of a smooth, dense open subset X◦ ⊂ X. We call Γ◦ the restriction of Γ
to Σ◦ ×X◦, and ϕ and ψ the two projections of Γ◦ on Σ◦ and X◦ respectively. The key point
here is the fact that ϕ is proper. Of course, one can also assume Γ◦ to be smooth.
Γ◦
ϕ
¤¤¨¨
¨¨
¨¨
¨
ψ
¾¾8
88
88
88
Σ◦ X◦
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We now define the pull-back by Γ◦ of the restriction η◦ := ηX |X◦ . Since X◦ ⊂ sm(X), η◦
is a holomorphic differential n-form on X◦. Its pull-back ψ∗η◦ is then a holomorphic n-form on
Γ◦. Eventually, we let
(Γ◦)∗η◦ := ϕ∗ψ∗η◦,
where ϕ∗ is the trace map relative to ϕ. (Γ◦)∗η◦ is a holomorphic n-form on Σ◦. It extends to
a meromorphic n-form on the smooth variety Σ˜′ ; we call it Γ∗ηX . The definition of the trace
map ϕ∗ is classical. It goes as follows. Let ω be a holomorphic n-form on Γ◦. If U ⊂ Σ◦ is an
open subset above which ϕ is not ramified, then ϕ−1U is the disjoint union of d open subsets
U1, . . . , Ud ⊂ Γ◦, which are all isomorphic to U . On U , ϕ∗ω is defined as the sum
ω|U1 + · · ·+ ω|Ud .
Then all these local definitions glue together to give a well defined holomorphic n-form ϕ∗ω on
Σ◦, even if ϕ ramifies on Γ◦.
We now have all the definitions we need to end the proof. The equality (6.18) is a simple
consequence of the following proposition.
Proposition 6.5.9 The holomorphic n-form (Γ◦x,y)∗η◦ on Σ◦ vanishes.
To see why this implies (6.18), we let Γ◦f ′ ⊂ Σ◦×X◦ and Γ◦g′ ⊂ Σ◦×X◦ denote the restrictions
to Σ◦×X◦ of the graphs of f ′ : Σ′ → X and g′ : Σ′ → X respectively. By construction, we have
the equality of n-cycles in Σ◦ ×X◦
Γ◦x,y = mΓ
◦
f ′ +m
′Γ◦g′ .
This implies that (Γ◦x,y)
∗η◦ = mf ′∗η◦ +m′g′∗η◦. So proposition 6.5.9 yields the equality (6.18)
by continuity.
¤
Proof of proposition 6.5.9. By construction, we have Γx,y +Γz = ΓC as n-cycles in Σ′×X,
and therefore Γ◦x,y + Γ◦z = Γ◦C in Σ
◦ ×X◦. The vanishing of proposition 6.5.9 is a consequence
of the two vanishings (Γ◦z)
∗η◦ = (Γ◦C)
∗η◦ = 0 of holomorphic n-forms on Σ◦.
The first one is given by the fact that Γz is contained in Σ′ ×W ⊂ Σ′ × X. Let ν : W˜ →
W ◦ ⊂ X◦ be a desingularization ofW ◦ :=W ∩X◦, and consider the following 0-correspondence
obtained by base change.
(Γ◦z)′eϕ
££¦¦
¦¦
¦¦
¦
ψ
¿¿9
99
99
99
Σ◦ W˜
ν // X◦
One has (Γ◦z)
∗η◦ = (Γ◦z)
′∗ν∗η◦ = 0, because dimW < n and therefore ν∗η◦ = 0.
As for the second one, it is a consequence of proposition 6.5.11 below. This proposition says
that we have an equality of meromorphic forms on Σ˜′
Γ∗CηX = C∗l∗ηX . (6.19)
Here, l∗ : H0(X,KX)→ H1(Y,KY ) is a push-forward map induced by the inclusion l : X ⊂ Y ,
and C∗ : H1(Y,KY ) → H0(Σ˜′,KeΣ′) is given by the correspondence between smooth varieties
C˜ ⊂ Σ˜′ × Y , obtained by base change from the universal family C ⊂ Σ′ × Y . Now, since Y is
rationally connected, we have H1(Y,KY ) = 0. We deduce from this that l∗ηX = 0, and therefore
that Γ∗CηX = 0. A fortiori, we have (Γ
◦
C)
∗η◦ = 0 by restriction to Σ◦.
¤
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Remark 6.5.10 In fact, given a 0-correspondence Γ ⊂ Σ′ ×X, it is possible to define at once
a meromorphic differential form Γ∗ηX on the desingularization Σ˜
′ of Σ in the following way.
By base change, Γ yields a correspondence between Σ˜′ and X. Let Γ˜ be a desingularization
of this new correspondence, and let ϕ˜ and ψ˜ be the natural morphisms from Γ˜ to Σ˜′ and X
respectively. Since X is not necessarily smooth, the pull-back ψ˜∗ηX is a priori a meromorphic
form on Σ˜′. It can be seen as an element of H0(Γ˜,KeΓ(−R + S)) ⊂ H0(Γ˜,KeΓ(S)), where R
is the ramification divisor of ψ˜, and S is the effective divisor containing the poles induced by
the singularities of X. Now, let S′ := ϕ˜∗S be an effective divisor on Σ˜′. We have S ⊂ ϕ˜∗S′,
so we have a morphism ϕ˜∗ : H0(Γ˜,KeΓ(S)) → H0(Σ˜′,KeΣ′(S′)), defined by Serre duality as the
transpose of the pull-back map ϕ˜∗ : Hn(Σ˜′,OeΣ′(−S′))→ Hn(Γ˜,OeΓ(−S). We then let
Γ∗ηX := ϕ˜∗ψ˜
∗ηX .
This is an element of H0(Σ˜′,KeΣ′(S′)). It can be represented by a meromorphic form on Σ˜′ whose
restriction to Σ◦ is the holomorphic form (Γ◦)∗η◦. This meromorphic form is the form Γ∗ηX
defined in the proof of theorem 6.5.7.
This global construction is however somewhat misleading, in the sense that we consider Γ∗ηX
as a meromorphic differential form on Σ˜′, and not as a cohomology class. In addition, we will
be mainly concerned by its restriction on Σ◦, and we will compute this holomorphic restriction
locally.
Let us now define precisely the various maps involved in formula (6.19). Let l be the inclusion
X ⊂ Y . We define a push-forward morphism l∗, as the boundary morphism H0(X,KX) →
H1(Y,KY ) of the long exact sequence associated to the Poincare´ residue exact sequence
0→ KY → KY (X)→ KX → 0.
On the other hand, we consider C ⊂ Σ′ × Y , which is the universal curve relative to the
parametrizing variety Σ′. We call Φ and Ψ the two projections on Σ′ and Y respectively. By
base change, C gives a correspondence in Σ˜′ × Y . Desingularizing this new correspondence, we
obtain the following diagram, where C˜ is smooth, as well as Σ˜′ and Y .
C˜eΦ
¦¦¯¯
¯¯
¯¯ eΨ
»»1
11
11
1
Σ˜′ Y
This yields a Mumford pull-back C∗ : H1(Y,KY )→ H0(Σ˜′,KeΣ′), defined as the composition
H1(Y,KY )
eΨ∗−−→ H1(C˜,KeC) (eΦ∗)T−−−−→ H0(Σ˜′,KeΣ′),
where the last morphism is obtained by Serre duality as the transpose of the pull-back map
Φ∗ : Hn(Σ˜′,OeΣ′)→ Hn(C˜,OeC).
Proposition 6.5.11 We have Γ∗CηX = C∗l∗ηX , as an equality of meromorphic forms on Σ˜′.
Again, this is an equality of meromorphic forms, so we can prove it locally in the dense open
subset Σ◦ ⊂ Σ˜′, where it is an equality of holomorphic differential forms.
Now the situation is the following. C is a family of curves over Σ′. These curves are embedded
in Y . ΓC is cut out on C ⊂ Σ′ × Y by Σ′ × X, and since X ⊂ Y is a divisor, ΓC can be seen
as a family of divisors on the curves of the family C. So basically, proposition 6.5.11 is just a
generalization of the following result on curves, which is an application of the residue theorem.
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Lemma 6.5.12 Let C be a smooth curve, and j : Z ⊂ C be an effective divisor. We have
a push-forward morphism j∗ : H0(Z,KZ) → H1(C,KC), taken from the long exact sequence
associated to the Poincare´ residue exact sequence
0→ KC → KC(Z)→ KZ → 0.
The following diagram is commutative.
H0(Z,KZ)
j∗ //
R
Z ''OO
OOO
OOO
OOO
O
H1(C,KC)R
C
²²
C
Proof. We first study the case when Z is a single point x ∈ C with multiplicity µ. It will then
easily extend to the general case, as will be seen from the proof. We begin by defining a C∞
function
ρ : z ∈ D 7→ exp
( |z|2
|z|2 − 1
)
∈ R.
It extends by 0 on the complementary of the unit disk in C to a C∞ function C → R. It also
satisfies ρ(0) = 1.
We then consider a neighbourhood U ⊂ C of x ∈ C, equipped with a holomorphic coordinate
z centered at x, and such that U ∼= D via z, and Z ⊂ C is given by the equation zµ = 0. Let
ωZ ∈ H0(Z,KZ). It writes
a−µ+1 + a−µ+2z + · · ·+ a0zµ−1
zµ−1
∈ C[z]/(zµ) · 1
zµ−1
, (6.20)
and we have
∫
Z
ωZ = a0. The differential form
ρ(zµ)
2pii
(a−µ+1 + a−µ+2z + · · ·+ a0zµ−1)dz
zµ
is sent to ωZ by the residue map. Its ∂-differential
1
2pii
−µ|zµ−1|2
(|zµ|2 − 1)2 exp
( |zµ|2
|zµ|2 − 1
)(a−µ+1
zµ−1
+ · · ·+ a0
)
dz ∧ dz (6.21)
thus represents j∗ωZ . Note that in (6.21), the pole zµ−1 is eliminated by the |zµ−1|2 from the
numerator. The differential form j∗ωZ is therefore a C∞ section of Ω
1,1
C . It is supported on
U ⊂ C. The integral of this form on D is
1
2pii
∫
D
−µ(rµ−1)2
(r2µ − 1)2 exp
(
r2µ
r2µ − 1
)(
a−µ+1e−i(µ−1)θ
rµ−1
+ · · ·+ a0
)
(2irdr ∧ dθ)
= a0
∫
06r61
−2rµ
(r2µ − 1)2 exp
(
r2µ
r2µ − 1
)
(µrµ−1dr) = a0.
This proves lemma 6.5.12.
¤
Remark 6.5.13 We have chosen to prove lemma 6.5.12 by an explicit local computation, be-
cause we find this fits well in the whole proof of proposition 6.5.11. However, the former result
has to be seen as a straightforward consequence of the residue theorem in the following way.
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Let ωZ ∈ H0(Z,KZ). Using a partition of unity, one writes
ωZ = ResZ(ωC),
where ωC is a C∞ differential form of type (1, 0) on C, meromorphic on a neighbourhood of
Z ⊂ C and with poles at Z only, which vanishes outside another neighbourhood of Z ⊂ C. By
definition of the map j∗, we have
j∗ωZ = ∂ωC = dωC .
Now for ε > 0 small enough and for every z ∈ Supp(Z), we consider a disk ∆z,ε of radius
ε centred at z. We then let Tε :=
⋃
z∈Supp(Z)∆z,ε be a tubular neighbourhood of radius ε of
Z ⊂ C, and Cε := C \ Tε. Now using both Stokes theorem and the residue theorem, one has∫
C
j∗ωZ = lim
ε→0
∫
Cε
dωC = lim
ε→0
∫
∂Cε
ωC =
∫
Z
ResZ(ωC) =
∫
Z
ωZ ,
which proves the lemma.
The next step of the proof of proposition 6.5.11 is to extend lemma 6.5.12 to the family of
curves C. In fact, we have seen that it is enough to consider the smaller family C◦ → Σ◦.
Γ◦C
(idΣ◦ ,l) //
ϕ
$$H
HH
HH
HH
HH
C◦
Φ
²²
Σ◦
We recall that ϕ and ψ are the natural morphisms from ΓC to Σ′ and X respectively, that Φ
and Ψ are the natural morphisms from C to Σ′ and Y , and that l is the inclusion X ⊂ Y . The
following lemma is proved by using lemma 6.5.12, and the fact that the push-forward map Φ∗
is given locally above Σ◦ by the integration along the fibers of Φ.
Lemma 6.5.14 The following diagram is commutative.
H0(Γ◦C ,KΓ◦C )
(idΣ◦ ,l)∗ //
ϕ∗ ((QQ
QQQ
QQQ
QQQ
QQ
H1(C◦,KC◦)
Φ∗
²²
H0(Σ◦,KΣ◦)
To be more precise, the vertical arrows of the preceding diagram are given by ϕ◦∗ and Φ
◦
∗
respectively, where ϕ◦ := ϕ|Γ◦C and Φ
◦ := Φ|C◦ .
Proof. Again, we want to show an equality of holomorphic differential forms on Σ◦. This can
be done locally. We thus choose an open subset V ⊂ Σ◦ over which the map Γ◦C → Σ◦ is e´tale
(or rather the map (Γ◦C)red → Σ◦ is e´tale). Then ϕ−1(V ) is a disjoint union of open subsets
Vj ⊂ Γ◦C , such that for every j one has (Vj)red ∼= V .
One can assume that V is equipped with a holomorphic system of coordinates v = (v1, . . . ,
vn), and that there exists a neighbourhood Uj of every Vj ⊂ Φ−1(V ) equipped with a holomor-
phic system of coordinates (v, tj), such that Φ is simply given locally by (v, tj) 7→ v, and that
Vj is given by the local equation t
µj
j = 0 (µj is equal to 1, m or m
′). The coordinates tj give
local parameters of the curves Cσ (σ ∈ V ) at their points of intersection with X.
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Let η ∈ H0(Γ◦C ,KΓ◦C ). Its restriction to ϕ−1(V ) is a collection of meromorphic forms
ηj =
(
aj,−µj+1(v) + aj,−µj+2(v)tj + · · ·+ aj,0(v)tµj−1j
) dv1 ∧ . . . ∧ dvn
t
µj−1
j
on the open subsets Vj , exactly as in (6.20). The map ϕ∗ is locally defined as the trace map, so
ϕ∗η is given in V by
ϕ∗η =
(∑
j
aj,0(v)
)
dv1 ∧ . . . ∧ dvn.
On the other hand, (id, l)∗η is given in Φ−1(V ) by a ∂-closed, C∞ differential form of type (n+
1, 1), which vanishes outside from the neighbourhood
⋃
j Uj of Γ
◦
C ⊂ C◦. In the neighbourhood
Uj of Vj ⊂ Φ−1(V ), it is given by
∂
(
ρ(tµjj )
2pii
(
aj,−µj+1(v) + aj,−µj+2(v)tj + · · ·+ aj,0(v)tµj−1j
) dtj
t
µj
j
∧ dv1 ∧ . . . ∧ dvn
)
,
exactly as in the proof of lemma 6.5.12. Eventually, Φ∗ is given by the integration along the
fibers of Φ. To compute this, we let ζ be a holomorphic n-vector field over V (i.e. a holomorphic
section of
∧n
TΣ◦ over V ), given in coordinates by
h(v)
∂
∂v1
∧ . . . ∧ ∂
∂vn
. (6.22)
We lift it to a C∞ n-vector field ζ˜ on Φ−1(V ). Using a partition of unity, we can assume that
in every Uj , ζ˜ is simply given by the expression (6.22). At a point σ ∈ V of coordinates v, the
inner product (Φ∗(id, l)∗η) (ζ)σ is by definition∫
Cσ
((id, l)∗η) (ζ˜),
where Cσ is the fiber of Φ over σ. We let Zσ := (Γ◦C ∩ Cσ), and denote by jσ the inclusion
Zσ ⊂ Cσ. The inner product η(ζ˜)Zσ :=
∑
z∈Supp(Zσ) η(ζ˜)z sits naturally in H
0(Zσ,KZσ ). Now
the (1, 1)-form ((id, l)∗η) (ζ˜) restricted to Cσ is precisely (jσ)∗(η(ζ˜)Zσ ), so by lemma 6.5.12, we
have
(Φ∗(id, l)∗η) (ζ)σ =
∫
Cσ
(jσ)∗(η(ζ˜)Zσ ) =
∫
Zσ
η(ζ˜)Zσ = (ϕ∗η)(ζ)σ.
This shows the equality of holomorphic differential forms Φ∗(id, l)∗η = ϕ∗η on V .
¤
To conclude the proof of proposition 6.5.11, it only remains to show the following commu-
tativity result.
Lemma 6.5.15 The following diagram is commutative.
H0(X,KX)
l∗ //
ψ∗
²²
H1(Y,KY )
Ψ∗
²²
H0(Γ◦C ,KΓ◦C )
(idΣ◦ ,l)∗ // H1(C◦,KC◦)
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In fact, the vertical arrows of this diagram are rather (ψ◦)∗ and (Ψ◦)∗, where ψ◦ : Γ◦C → X and
Ψ◦ : C◦ → Y are the restrictions of ψ and Ψ to Γ◦C and C◦ respectively.
Proof. It is clear from the definitions that ψ◦ = Ψ◦|Γ◦C . On the other hand, we have Ψ
∗X = Γ◦C
as an equality of divisors on C◦. This shows that we have a morphism of short exact sequences
as follows.
0 // Ψ∗KY //
Ψ∗
²²
Ψ∗KY (X) //
Ψ∗
²²
ψ∗KX //
ψ∗
²²
0
0 // KC◦ // KC◦(Γ◦C) // KΓ◦C // 0
It yields a morphism between the associated long exact sequences in cohomology. In particular,
the following diagram is commutative.
· · · // H0(Γ◦C , ψ∗KX) //
²²
H1(C◦,Ψ∗KY )
²²
// · · ·
· · · // H0(Γ◦C ,KΓ◦C ) // H1(C◦,KC◦) // · · ·
Up to the shrinking of Σ◦ ⊂ Σ, we can assume that both ψ◦ and Ψ◦ are smooth, so we have
H0(Γ◦C , ψ
∗KX) ∼= H0(X,KX) and H1(C◦,Ψ∗KY ) ∼= H1(Y,KY ), and the lemma is proved.
¤
Eventually, lemmas 6.5.14 and 6.5.15 give the commutativity of the left-hand side square
and of the right-hand side triangle in the following diagram.
H0(X,KX)
ψ∗ //
l∗
²²
(Γ◦C)
∗
((
H0(Γ◦C ,KΓ◦C )
ϕ∗ //
(idΣ◦ ,l)∗
²²
H0(Σ◦,KΣ◦)
H1(Y,KY )
Ψ∗
//
(C◦)∗
DD
H1(C◦,KC◦)
Φ∗
77nnnnnnnnnnnn
On the other hand, it follows from the definitions of (Γ◦C)
∗ and (C◦)∗ that the bended arrows
commute with the rest of the diagram. We thus have the equality of holomorphic forms on Σ◦
(Γ◦C)
∗η◦ = (C◦)∗l∗ηX ,
which yields by continuity the desired equality of meromorphic differential forms on Σ˜′. This
ends the proof of proposition 6.5.11. Theorem 6.5.7 is thus completely proved.
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